Sravnjivanje niski

Hashiranje

Hash Function (en.wikipedia.orq)

MD5 message-digest algorithm (en.wikipedia.orq)

Birthday Paradox (en.wikipedia.org)

Hash Functions (www.cs.hmc.edu)

Good hash functions for integers (www.stackoverflow.com)
Anti-hash test (www.codeforces.com)

ogkrwnE

Hesiranje niski

a) Gde se primenjuje?

al. Algoritmi heSiranja mogu biti korisni u reSavanju razli¢itih problema nad tekstom, kao Sto
je recimo pronalazenje uzorka u tekstu ili pronalazenje najduze niske koji se javlja bar dva
puta kao segment date niske ili prilikom kompresije niske i sl.

a2. Hesiranje je korisno i prilikom verifikacije lozinki: prilikom logovanja na neki sistem,
racuna se hes vrednost lozinke i Salje se serveru na proveru. Lozinke se na serveru Cuvaju u
heSiranom obliku, iz bezbedonosnih razloga.

b) Prednosti heSiranja niski kod string matching (sravnjivanje niske)

Koriséenje heSiranja Cesto sluzi da se algoritmi grube sile u€ine efikasnijim.

Razmotrimo problem uporedivanja dve niske karaktera.

Algoritam grube sile poredi karakter po karakter datih niski i slozenosti je O(min{n1,
n2}), gde su nlin2 duzine ulaznih niski. Da li postoji efikasniji algoritam?
PODSECANUJE: http://poincare.matf.bg.ac.rs/~jelenagr/ASP/cas11.html

Svaku nisku moZzemo konvertovati u ceo broj i umesto niski karaktera uporediti dobijene
brojeve. Konverziju vr§imo pomocu hes funkcije, a dobijene cele brojeve nazivamo hes
vrednostima (ili skraceno heSevima) niski karaktera.

Potrebno je da vaZi sledeci uslov: ako su dve niske s it jednake, i njihove hes vrednosti h(s)
i h(t) moraju biti jednake. Obratimo paznju da obratno ne mora da vazi: ako je h(s) = h(t) ne
mora nuzno da vaZzi s = t. Na primer, ako bismo hteli da vrednost he$ funkcije bude
jedinstvena za svaku nisku duzine do 15 karaktera koja se sastoji samo od malih slova
azbuke, hes vrednosti niski ne bi stale u opseg 64-bitnih celih brojeva (a svakako nam nije
cilj da uporedujemo cele brojeve sa proizvoljno mnogo cifara jer bi takvo poredenje bilo
sloZzenosti O(n), gde je n broj cifara).

Ovakvo uporedivanje je slozenosti O(1), medutim samo heSiranje je sloZenosti O(nl + n2).

c) Sta znaéi pojam hash?

Hash u engleskom jeziku moze biti imenica i glagol. Imenica oznacava pulpu, kasu, nered,
a glagol se prevodi kao “narezati”. Na taj nacin se i dobijaju slike ulaznih objekata - oni se na
neki nacin rezu i meSaju, a (mali deo) pulpe koja se proizvodi je takozvani hash. Vazno je
napomenuti da nije moguce vratiti ulazni objekat iz "pulpe" - samo je poznato da je iz nje
dobijen.

3. Dakle, nas cilj je preslikati skup niski u vrednosti iz fiksiranog opsega [0, m).


http://en.wikipedia.org/wiki/Hash_function
http://en.wikipedia.org/wiki/MD5
http://en.wikipedia.org/wiki/Birthday_problem
http://www.cs.hmc.edu/%7Egeoff/classes/hmc.cs070.200101/homework10/hashfuncs.html
http://stackoverflow.com/questions/664014/what-integer-hash-function-are-good-that-accepts-an-integer-hash-key
http://codeforces.com/blog/entry/4898

unsighed simpleHash(const string& str) { // proizvodi integer overflow
unsigned ret = 0;
for (inti =0;i < (int)str.size(); i++) {
ret = ret * 256u + (unsigned)str[i];
}

return ret;

}

4. Sta je KOLIZIJA i kako se izbegava?

Pritom je, naravno, poZeljno da za dve razli€ite niske verovatno¢a da njihove he$ vrednosti
budu jednake, odnosno da dode do kolizije, bude veoma mala. U velikom broju slu€ajeva
mogu¢nost kolizije se ignoriSe, potencijalno pritom naruSavaju¢i korektnost algoritma. Druga
mogug¢nost je da se u slu¢ajevima kada se dobiju jednake hes vrednosti dve niske izvrSi
provera jednakosti ove dve niske karakter po karakter, ¢ime se potencijalno Zrtvuje
efikasnost algoritma. Odabir jedne od ove dve opcije zavisi od konkretne primene.

const int BASE = 257,
const int MOD = 1000000007
int stringHash(const string& str) {
intret=1;
for (inti=0; i< (int)str.size(); i++) {
ret = ((long long)ret * BASE + str]i]) % MOD;

return ret;

}

Prosti brojevi 1.000.000,007 i 1.000.000.009 su Cest izbor pri odabiru odgovaraju¢ih modula
za mnoge zadatke.

Imajte na umu da je modul u ovoj implementaciji veliki prost broj, jer to je nacin na koji se
Stitimo od kolizija ulaznih stringova. Dajte primer! NeSto kasnije cemo videti da je vazno da
zbog efikasnog izracunavanja modularnog multiplikativnhog inverza broja BASE' po modulu
MOD oba broja BASE i MOD budu prosti. Dakle, BASE i MOD biramo tako da budu dovoljno
veliki prosti brojevi.

| zaSto smo izabrali modul od 1.000.000.007 (samo oko 1.000.000.000), a ne, recimo,
2.000.000.011 (samo oko 2.000.000.000)?

Cesto ¢éemo morati ne samo imati brojeve, ve¢ i neke operacije s njima (npr. Rolling Hash i
Rabin-Karp ispod).

S jedne strane, mora¢emo biti u moguénosti da izdvojimo heSeve (koji potencijalno primaju
negativne vrednosti) - $to nam ne dozvoljava da koristimo tip neoznacenih celih brojeva, a
sa druge ¢emo morati da SABIRAMO heSeve (potencijalno primajuci duple brojeve) tj. u kod
32 bitnih oznacenih brojeva, to nas ograni¢ava da za modul ne koristimo brojeve vec¢e od
1.073.741.823.

4. Polinomijalna hes funkcija

Jasno je da hes funkcija treba da zavisi od duZine niske i od redosleda karaktera u niski.
Dobar i Siroko rasprostranjen nacin definisanja hes funkcije niske s duzine n j je



preslikavanije (tzv. polynomial rolling hash):

hash(s) = s[0] + s[1] - p+ s[2] - p*+...+s[n—1]-p" ' mod m
n—1
= s[i]-p' mod m,
i=0

PRIMER HASH-iranja

#include<iostream>
#include<vector>
using namespace std;

long long izracunajHes(const string &s)
{

intp =31;

intm=1e9 + 9;

long long heshVrednost = 0;

for (int i=s.size()-1; i>=0; i--)

heshVrednost = (heshVrednost*p + (s[i]-'a'+1)) % m;
}

return heshVrednost;
}
int main()

{ non

vector<string> reci = {"ana", "a", "ananas","b","algoritamsravnjivanjaniski" },
for (string s : reci)
{

cout << "Hesh vrednost niske " << s << " je: "<< izracunajHes(s) << endl;
}

return O;

}

Hesh vrednost niske ana je: 1396

Hesh vrednost niske a je: 1

Hesh vrednost niske ananas je: 545295860

Hesh vrednost niske b je: 2

Hesh vrednost niske algoritamsravnjivanjaniski je: 278481167



Da bi se racun sveo na manje brojeve, setimo se Hornereove sheme.

Dakle, u funkciji za raCunanje he$ vrednosti niske s, mi smo racunali medurezultate po
modulu m, odnosno razmatrali smo niz meduvrednosti:

heshVrednost,=0
heshVrednosti=(heshVrednosti.1*p+s[i]) mod m

Podsetimo se da je ovaj postupak matematicki ispravan, jer vazi:
(a+b) mod m= ( (a mod m) + (b mod m)) mod m
(a*b) mod m=( (a mod m) * (b mod m)) mod m

1. Pretraga duplikata u nizu niski

Dat je spisak sa n niski si, tako da svaka niska nije duza od m karaktera. Konstruisati
algoriitam sloZzenosti O(nm+nlogn) koji pronalazi sve stringove dulikate i razdvaja polazni
spisak u grupe.

Ideja 1: Sortiramo stringove i vr§imo poredenje po 2 stringa. Ukupna sloZzenost je O(nmlogn),
jer sortiranje zahteva O(n log n) poredenja i svako poredenje zahteva O(m) operacija, (mada
je oCekivano da ono Cesto bude efikasnije, da se razlika pronade na prvih nekoliko
karaktera), te bi ukupna sloZenost bila O(nm log n).

Ideja 2: Ali, kori8¢enjem heSiranja (preslikavanje niski u broj), smanjujemo vremensku
slozenost poredenja na O(1), tako da ukupna sloZenost algoritma je O(nm+nlogn), , gde
slozenost O(nm) poti¢e od racunanja he$ vrednosti svih niski.

Racunamo hash za svaku nisku, sortiramo zajedno i hash-eve i indekse iz polaznog spiska, i
potom grupiSemo indekse prema identi¢nim hash-evima.

Pre implementacije, da se podsetimo:
https://www.geeksforgeeks.org/emplace-vs-insert-c-stl/

vector<vector<int>> group_identical_strings(vector<string> const& s) {
/I broj niski
int n =s.size();

/* vektor parova hesh vrednosti i pozicije niske u polaznom nizu niski */
vector<pair<long long, int>> hashes(n);

/l izracunavamo hesh vrednost svake niske
for (inti=0;i<n;i++)
hashes|i] = {compute_hash(s]i]), i};

// sortiramo niz hesh vrednosti
sort(hashes.begin(), hashes.end());

[* svaki element vektora sadrzi niz indeksa niski koje su medjusobno jednake*/
vector<vector<int>> groups;

/I prolazimo skupom svih niski u sortiranom poretku


https://www.geeksforgeeks.org/emplace-vs-insert-c-stl/

for(inti=0;i<n;i++){
/* ukoliko se radi o prvoj niski u sortiranom poretku
ili o niski koja nije jednaka prethodnoj u sortiranom poretku onda je potrebna
nova grupa */
if (i ==0|| hashes]i].first != hashesJi-1].first)
groups.emplace_back();
/* u poslednju (tekucu) grupu dodajemo novu hesh vrednost na kraj */
groups.back().push_back(hashesJi].second);

return groups;

}

TESTIRAJTE PROGRAM ZA ULAZ
vector<string> reci={"ana", "a", "dvorana", "ana", "banana", "ana", "kopakabana", "banana'};

Da se podsetimo: compute_hash(s]i])

Izraunajmo hash niske s, koja je salinjena samo od malih slova engleske abecede.
Preslikajmo svaki karakter niske s u ceo broj.

Mozemo da koristimo preslikavanje: a—1, b—2, ...... , ZzZ—26. Preslikavanje a—0 nije
validno, jer bi se onda hash-evi niski a, aa, aaa, ...... evaluirali u 0.
long long compute_hash(string const& s) {
const int p = 31;
constintm=1e9+9;
long long hash_value = 0;
long long p_pow = 1;
for (char c : s){
hash_value = (hash_value + (c -'a' + 1) *p_pow) % m;
p_pow = (p_pow * p) % m;

return hash_value;

}

Uobicejeno hash-iranje niske s duzine n je preslikavanje (tzv. polynomial rolling hash):
hash(s) = s[0] + s[1] - p+ s[2] : p*+... +s[n—1]-p" ' mod m
n—1 )

= Zs[i] -p'  mod m,
0

i

gde p i m su pazljivo odabrani prirodni brojevi.

Ima smisla da p bude prost broj koji je reda veli€ine broja karaktera u ulaznom alfabetu nad
kojim se formira niska s.

Na primer, ako niska s je sacinjena samo od malih slova engleske abecede, onda vrednost
p=31 je dobar izbor.

Ako niska s je saCinjena i od malih i od velikih slova engleske abecede, onda vrednost
p=53 je dobar izbor.



Dalje, vrednost broja m mora biti veliki prirodan broj, jer verovatnoca kolizije dve nasumicne
niske je =1/m.

Ponekad se bira m=2%* jer celobrojna pekoracenja 64 bita se pona3aju kao u prstenu po
modulu 64 $to nam je i potrebno. ALI; KAKO je moguce konstruisati metod koji generiSe
koliziju nisku koja postoji nezavisno od izbora broja p, TO SE IZBEGAVA izbor m=2%4,

U gornjem primeru Koristi se strategija po kojoj je broj m neki veliki prost broj, npr. m=10°+9.
Ovaj veliki b roj je joS uvek dovoljno mali da moze da se obavi mnozZenje dve vrednosti
koristeCi registar 64 bitni za cele brojeve.

2. Prebroj razli€ite podniske u nisci

Zadatak: Data je niska s duZzine n, koja se sastoji samo od malih slova engleske abecede.
Ispisite broj razli¢ituh podniski niske s. Vremenska sloZzenost O(n? log n)

PODZADATAK: Za datu nisku s i indekse i i j, pronaci he$ vrednosti segmenata
s[i..jl(podniske susednih karaktera polazne niske od pozicije i zaklju¢no sa pozicijom j).

Prema definiciji vazi:

J
h(s[i--j]) = (> |s[k] - P*™") mod m

Ukoliko obe strane jednakosti pomnozimo sa p* dobijamo:

h(sfi..g]) - p' = (> s[k]-p*) mod m = (h(s[0..]) — h(s[0..i — 1])) mod m

k=i

Stoga ako znamo hes vrednost svakog prefiksa date niske, mozemo koriS¢enjem ove
formule izra¢unati hes vrednost proizvoljnog segmenta date niske. Ova ideja
odgovara raéunanju prefiksnih suma, sa kojima smo se upoznali ranije u kontekstu
nekih drugih zanimljivih problema (segmentno stablo,...).

Vazan problem koji se javlja jeste izvrSiti deljenje izraza h(s[0..j]) = h(s[0..i = 1]) vrednos§¢u p'.
Za to je potrebno odrediti modularni multiplikativni inverz broja p' po modulu m (odnosno broj
x tako da vazi p' - x =1 (mod m) ) i onda izvesti mnoZenje ovim inverzom. MoZe se unapred
izracunati modularni inverz za svako p' (na primer, proSirenim Euklidovim algoritmom, te je
vazno da broj p bude prost), ¢ime je omoguéeno izraCunavanje hes vrednosti proizvoljnog
segmenta u vremenu O(1).

Ali, postoji i drugi nagin, jednostavniji za implementaciju. Cesto, umesto da izraGunamo
tatne hes vrednosti dva segmenta, dovoljno je izraCunati he$§ vrednosti pomnozZene nekim
stepenom broja p. Pretpostavimo da imamo izraGunate hes vrednosti dva segmenta, jednog
pomnozenog sa p', a drugog sa p/ . Ako je i <j pomnoziéemo prvi he$ sa pi', ina¢e mnozimo
drugi sa p'7 . Na ovaj nacin dobijamo oba heSa pomnoZena istim stepenom broja p i ove dve
vrednosti mozemo uporediti bez potrebe za deljenjem. Dakle, na ovaj nacin nakon



preprocesiranja koje je sloZzenosti O(n), mozemo u vremenu O(1) izraCunati heS vrednost
proizvoljnog segmenta.

Vratimo se na zadatak

IDEJA: Iterirajmo preko svih podniski duzine I=1...n.

Za svaki podstring duzine |, konstruiSimo niz hash-eva svih podstringova duZine | koje ¢emo
pomnoZziti sa istim eksponentom broj p.

Potrebno je uporediti samo segmente istih duzina jer oni mogu biti medusobno jednaki.
Prolazimo redom kroz sve moguce duzine | =1, 2, .. ., n segmenata i konstruiSemo niz he$
vrednosti svih segmenata duzine | koji su pomnozZeni nekim (istim, maksimalnim) stepenom
broja p. Broj razli€itih elemenata u nizu jednak je zbiru broja razli€itih segmenata duzine | u
niski, za svako moguce |.

Na kraju iteracije, taj broj se dodaje konanom odgovoru.

Koristimo u implementaciji h[i] kao hash prefiksa podniske sa i karaktera, i uvodimo da
praznu podnisku h[0]=0

int count_unique_substrings(string const& s) {
int n = s.size();

constint p = 31;
constintm=1e9 + 9;
vector<long long> p_pow(n);
p_pow[0] = 1;
/l racunamo stepene broja p
for(inti=1;i<n;i++)
p_pow[i] = (p_powl[i-1] * p) % m;

vector<long long> h(n + 1, 0);
/I racunamo hesh vrednosti svih prefiksa date niske s
for (inti=0;i<n;i++)
h[i+1] = (h[i] + (s[i] - "a" + 1) * p_pow([i]) % m;

/I broj razlicitih segmenata
intcnt =0;
/l za svaku mogucu duzinu segmenta
for (int1=1;1<=n; I++){
/I skup hesh vrednosti svih segmenata duzine |
set<long long> hs;
/I prolazimo kroz sve segmente duzine |
for (inti=0;i<=n-1;i++){
/lracunamo vrednost hesha segmenta pomnozenog sa p~{n-1}
long long cur_h = (h[i +1] + m - h[i]) % m;
cur_h =(cur_h *p_powl[n-i-1]) % m;
/I dodajemo u skup, isti segmenti imace isti hes
/l pa se nece dva puta racunati
hs.insert(cur_h);

}

cnt += hs.size();



return cnt;

}

Diskusija (rodendanski paradoks):

Cesto je gore definisana polinomijalna he$ funkcija dovoljno dobra i prilikom testiranja ne¢e
do¢i do kolizije.

Na primer, za odabir m = 10° + 9 verovatnoc¢a kolizije je samo 1/m = 107°, pod
pretpostavkom da su sve hes vrednosti jednako verovatne.

Medutim ukoliko nisku s poredimo recimo sa 10° razli¢itih niski verovatnot¢a da se desi bar
jedna kolizija je oko 1072, a ako poredimo 108 niski medusobno verovatnoca bar jedne
kolizije je 1.

Poslednja pomenuta pojava poznata je pod nazivom rodendanski paradoks i odnosi se na
sledeci kontekst: ako se u jednoj sobi nalazi n osoba, verovatnot¢a da neke dve imaju
rodendan istog dana iznosi oko 50% za n = 23, dok za n = 70 ona iznosi ¢ak 99.9%.

Postoji jednostavni trik kojim se moZe smanijiti verovatno¢a pojave kolizije — raunanjem dve
razli¢ite he$ vrednosti (npr korid¢enjem iste funkcije za razli€ite vrednosti parametara p i/ili
m).

Ako m ima vredbost oko 10° za obe funkcije, onda je ovo uporedivo sa koris¢enjem jedne
hes funkcije za vrednost m priblizno jednako 1018,

Sada, ako poredimo 108 niski medusobno, verovatno¢a kolizije smanji¢e se na 1076,

U jeziku C++ na raspolaganju nam je i struktura hash koja se moze upotrebiti za racunanje
hes vrednosti niski (ali i ostalih osnovnih tipova podataka).

hash<string> h;
cout << h("abrakadabra") << endl;

KMP, Manacher, Z-algorithm, Rabin-Karp

3. Najkraéa dopuna do palindroma
vremensko ogranicenje memorijsko ogranic¢enje

0.1s 64 MB

https://arena.petlja.org/sr-Latn-RS/competition/27#tab_97511

Niska abaca nije palindrom (ne Cita se isto sleva i sdesna), ali ako joj na pocetak dopiSemo
karaktere ac, dobijamo nisku acabaca koja jeste palindrom (Cita se isto i sleva i sdesna).
Napisi program koji za datu nisku odreduje duzinu najkraéeg palindroma koji se moze dobiti
dopisivanjem karaktera s leve strane date niske.

Ulaz
Sa standardnog ulaza se unosi niska sastavljena samo od N (1=N<50000) malih slova
engleske abecede.

Izlaz

Na standardni izlaz se ispisuje trazena duzina najkraée prosirene niske koja je palindrom.
Primer 1

Ulaz

abaca

Izlaz


https://arena.petlja.org/sr-Latn-RS/competition/27#tab_97511

7
Primer 2

Ulaz

abcdefg

Izlaz

13

ReSenje je gfedchabcdefg.

Primer 3

Ulaz

anavolimilovana

Izlaz

15

Rec je veé palindrom, pa se ne dopisuje ni jedan karakter i reSenje je anavolimilovana.
Primer 4

Ulaz

anavolimilovanakapak

Izlaz

25

ReSenje je kapakanavolimilovanakapak.

ReSenje
Sporije reSenje (pokriva vremensko ograniCenje za neke test primere)

Neka je data ulazna niska s="abbac"

Dovoljno je da postavimo poslednje slovo c ispred sadrzaja niske s i dobi¢emo nisku
"cabbac", koje jeste palindrom s minimalnom duzinom, i zadovoljava uslove zadatka.
Sli¢an postupak se moze primeniti i u opStem slucaju, kada ulazna niska s sadrzi podniz na
pocetku niske koji je palindrom.

Predstavimo ulaznu nisku u obliku s = s1 + s2, gde sl je najduzi prefix od s, koji je
palindrom.
Tada moZemo da sastavimo niz t = s3 + sl + s2, gde niska s3 je dobijena obrtanjem niske

s2 (procitane kao u ogledalu) .

Kako niska s1 je najduzi palindrom, onda niska t je palindrom, napravljen po uslovima
zadatka i to najkraéi mogué.

Duzina niske t je:
L = n2+n1+n2=2*n2 + nl,

gde nl je duzina za s1, n2 je duzina za s2 (naravno i za s3). Polazna duzina niske sje n tj. n
=nl + n2. Dakle, L = 2*(n-n1) + n1 = 2*n — nl i program mora da ispiSe L.

Ako Zelino da odredimo n1, onda redom proveravamo sve prefikse niske s i trazimo najduZi
palindrom medu njima. Njegova duzina je nl.



#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;

bool jePalindrom(const string& s, int n) {
for(inti=0,j=n-1;i<j;i++, j--)

if (s[i] !=s[j]) return false;
return true;

}

int duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(const string& s) {
for (int n = s.size(); n >=1; n--)
if (jePalindrom(s, n)) return n;

}

int main() {

string s;

cin >>s;

/I s razlazemo na prefiks + sufiks tako da je prefiks sto duzi

/[ palindrom. Tada je trazeni palindrom (palindrom koji se dobija sa
/I sto manje dopisivanja slova na pocetak niske s) jednak:

/I obrnut_sufiks + prefiks + sufiks

int duzinaPrefiksa = duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(s);
int duzinaSufiksa = s.size() - duzinaPrefiksa;

int duzinaNajkracegPalindroma = duzinaSufiksa + duzinaPrefiksa + duzinaSufiksa;
cout << duzinaNajkracegPalindroma << endl,;

return O;

}

Algoritam slozenosti O(n)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <algorithm>

using namespace std;

int duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(const string& s) {
string sObratno(s.rbegin(), s.rend());

string str=s + "' + sObratno;

vector<int> kmp(str.size() + 1, 0);

kmp[0] = -1;

for (inti = 0;i < str.size(); i++) {
intk =i;
while (k > 0 && str[i] != str[kmp[K]]) k = kmp]k];
kmpl[i + 1] = kmp[Kk] + 1;

}

return min(kmp[kmp.size() - 1], (int)s.size());



}

int main() {

string s;

cin >>s;

/I s razlazemo na prefiks + sufiks tako da je prefiks sto duzi

/I palindrom. Tada je trazeni palindrom dobijen sa sto manje

/I dopisivanja slova na pocetak jednak:

I/l obrni(sufiks) + prefiks + sufiks

int duzinaPrefiksa = duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(s);
int duzinaSufiksa = s.size() - duzinaPrefiksa;

int duzinaNajkracegPalindroma = duzinaSufiksa + duzinaPrefiksa + duzinaSufiksa;
cout << duzinaNajkracegPalindroma << endl;

return O;

}

Ulaz Izlaz
abaca 7

KMP tablica za abaca.acaba

index: 012345678910
kmp[index]:-10010101012

Ulaz Izlaz
anavolimilovana 15

KMP tablica za anavolimilovana.anavolimilovana

index:0123456789 1011121314151617 1819 20212223242526 272829
30

kmp:-1001000000 0 0 0123 01234 56 7 8 910111213
14

Ulaz Izlaz
anavolimilovanakapak 25

KMP tablica za anavolimilovanakapak.kapakanavolimilovana

ind: 0123456 789 1011121314151617 1819202122 2324252627 282930
31323334353637 383940

kmp:-100100000000 01 23 01 010 0 01 01 01 23 45 67
891011121314

4. https://petlja.org/biblioteka/r/problemi/zbirka-napredni-nivo/maksimalan palindrom



https://petlja.org/biblioteka/r/problemi/zbirka-napredni-nivo/maksimalan_palindrom

Dat je string s koji sadrzi samo mala slova. Prikazati najduzi segment stringa s (niz
uzastopnih elemenata stringa) koji je palindrom u stringu s. Ako ima viSe najduzih
segmenata prikazati segment Ciji poCetak ima najmaniji indeks.

Ulaz

Prva i jedina linija standardnog ulaza sadrzi string sastavljen od malih slova.

I1zlaz

Na standardnom izlazu prikazati prvi najduzi segment datog stringa koji je palindrom.
Primer 1

Ulaz
cabbadcmmc
Izlaz

abba

Primer 2

Ulaz
babcbabcbaccba
Izlaz

abcbabcba

NEKOLIKO IDEJA RESENJA
Provera svih segmenata

Zadatak je mogude resiti analizom svih segmenata (pomodu ugnezdene petlje, kao u zadatku Sve podreéi), proverom da li je tekudi
segment palindrom (kao u zadatku Niska palindrom) i odredivanjem najduZeg pronadenog palindroma (algoritmom odredivanja
maksimuma serije, kao u zadatku Najmanja temperatura).

Posto je provera palindroma sloZenosti (n), a segmenata ima O(n?), sloZenost avog pristupa je O(n?).

Provera svih segmenata u redosledu opadajuce duzine

Implementacija se moZe malo pojednostaviti i dugacki palindromi se mogu pronaci brze, ako se primeti da segmente mozemo
analizirati redom poéev od najduZeg segmenta pa unazad do segmenta duZine 1 (sliéno kao u zadatku Sve podredi po opadajucoj
duZini). Primetimo da ¢e sa ovim redosledom obilaska prvi segment koji je palindrom upravo biti najduzi palindrom koji trazimo.
Primetimo da izlaz iz ugnezdenih petlji nije moguce ostvariti naredbom trezk (time bi se izadlo iz unutrasnje, ali ne i spoljasnje petlje),
vec izlaz moramo realizovati pomocu pomocne logicke promenljive (sliéno kao u slucaju algoritama pretrage, kao, na primer, u
zadatku Negativan broj) ili naredbom goto (iako je potrebno izbegavati je, neki autori smatraju da je prekid ugnezdenih petlji jedina

situacija u kojoj je upotreba goto opravdana). SloZzenost najgoreg sluéaja ovog pristupa je i dalje Q(n?).



Provera centara

Palindromi poseduju odredeno svajstvo inkrementalnosti koje nam moZe pomo¢i da pronademo efikasniji algoritam. Naime, ako je
poznat centar palindroma (to moZe hiti bilo neko slovo, bilo pozicija ta¢no izmedu dva susedna slova) i ako znamo da se k slova oko
tog centra slikaju kao u ogledalu (i time grade palindrom), onda za proveru da li se k + 1 slova oko tog centra slikaju kao u ogledalu
ne treba proveravati sve iz poéetka, vec je dovoljno samo proveriti da li su dva slova na spoljnim pozicijama (k + 1. slovo levo tj. desno
od centra) jednaka. Zato efikasnije resenje dobijamo ako za svako slovo svako slovo reéi odredimo najduzi palindrom neparne duZine
takav da mu je izabrano slovo centar i za svaku poziciju izmedu dva slova odredimo najduZi polinom parne duZine kojima je ta pozicija
centar.

Da bismo odredili palindrom sa centrom u slovu s;, sirimo palindrom s; u desno i u levo za k slova dok se nalazimo unutar reéi (

i—k > 0,i+ k < n)idok su odgovarajuca slova jednaka (8; j = 8;,1). U trenutku kada se to prvi put narusi dobijamo najduZi
palindrom sa centrom u 3; (ako se izade iz reéi dalje prosirivanje nije moguce, a ako se pronade razliéit par slova dalja prosirivanja ne
mogu viie da daju palindrom). Odredivanje najduZeg palindroma sa centrom izmedu dva slova vriimo na veoma sli¢an naéin.

Za svaku poziciju (a njih ima 2n — 1 tj. O(n)) nalazimo najduZi palindrom sa centrom na njoj gireci teku¢i palindrom naleve i nadesno i
globalne najduzi palindrom nalazimo kao najduzi od tih palindroma.

Sirenje se obavlja jednim prolaskom i zahteva vreme O(n) i ukupna sloZenost algoritma je O(n?).

Dopuna redi i pozicije

Postoji nekoliko tehnika koje mogu da malo skrate implementaciju prethodnog algoritma, objedinjavajuci sluéajeve palindroma parne
i neparne duzine. Zamislimo da se pre prvog, nakon poslednjeg i izmedu svaka dva susedna slova re¢i postavi specijalni karakter |. Na
primer, re¢ aabchsb dopunjavamo do reéi |z|a|b|c|b|z|b|. Na taj nacin dobijamo to da su sada svi centri palindroma karakteri ovako
dopunjenog reci i dovoljno je analizirati samo palindrome neparne duzine u njemu. Ovo dopunjavanje je moguce realizovati i fizicki (u
programu kreirati dopunjeni string), $to mozZe malo da olaksa implementaciju po cenu malo sporijeg programa (doduse ne
asimptotski) i dodatnog zauzeca memorije. Ipak naredno razmatranje nam govori da ove pomocne karaktere moZemo samo
razmatrati dok razmatramo algoritam, bez eksplicitnog pravljenja dopunjenog stringa u programu.

Da bismo olaksali izlaganje indekse u dopunjenoj rei cemo nazivati pozicije, a u originalnoj rec¢i samo indeksi. Na primer,

2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 18 11 12 13 14 - pozicije
|l a |l a | b ] c|] b | a] b |
] il 2 3 4 5 6 - indeksi

Primetimo nekoliko ¢injenica. Ako je polazna reé duZine n, ukupno imamo N = 2n + 1 poziciju. Slova polazne reéi se nalaze na
neparnim pozicijama, dok se na parnim pozicijama nalazi specijalni znak |. Slovo sa indeksom k se nalazi na poziciji p = 2k + 1, §to

znati da se na neparnoj poziciji p nalazi slovo originalne reci sa indeksom k = l%J



Za svaku poziciju i (0 < i < N) duZinu palindroma sa centrom na toj poziciji moZemo odrediti na isti nacin, bez obzira na to da li je na
toj poziciji slovo ili specijalni znak |. Recimo da éemo ovde podrazumevati duZinu palindroma u originalnoj reéi (a ne dopunjenoj) i
ona je jednaka broju karaktera sa leve strane date pozicije u dopunjenoj reéi koji su jednaki odgovarajucim karakterima sa desne
strane te pozicije u dopunjenoj reci. Na primer, u prethodnom primeru za poziciju 7 to je 3, jer je palindrom tcb duZine 3, sto odgovara
tome da tri karaktera |:| sa leve strane karaktera - u dopunjenoj reéi odgovaraju karakterima |b| sa desne strane karaktera c.

Na pocetku, duinu palindroma d postavljamo na 1, ako je pozicija neparna tj. 0 ako je parna. Zaista, ako je pozicija neparna, na njoj se
nalazi slovo koje je samo za sebe palindrom duZine 1 (iz drugog ugla gledano, levo i desno od nje se nalaze |, pa je bar jedan karakter
jednak). Ako je pozicija parna, oko nje se nalaze dva slova (osim u slué¢aju krajnjih pozicija) i ne znamo unapred da li su ona jednaka,
tako da duZinu palindroma inicijalno postavljamo na 0. Ovim postiZemo da su brojevii +d i — d parni, $to zna¢idasui —d — 1

i+ d + 1 neparni i ako su u opsegu [0, N), oni ukazuju na naredna dva karaktera ¢iju jednakost treba proveriti. Ako su karakteri na
id 1
z

odgovarajucim indeksima jednaki (to su indeksi [ J i LMT”J] onda se d uvedava za 2 (iz jednog ugla gledano, ta dva jednaka

karaktera se dodaju tekucem palindromu pa mu se duZina povecava za 2, a iz drugog ugla gledano, ispred prvog i iza drugog se
nalaze specijalni znaci | koji su sigurno jednaki i njihovu jednakost nije potrebno eksplicitno proveravati). Time se odrZava i invarijanta
da su brojevi i + d i i — d parni i petlja se moZe nastaviti na isti nacin sve dok se naide na dva razli¢ita slova ili se ne izade van opsega
dopunjene reéi.

Recimo jos i da se i provera pripadnosti indeksa tj. pozicija opsegu re¢i moze eliminisati ako se polazna re¢ prosiri sa dodatnim
specijalnim karakterima na poéetku i na kraju (oni moraju biti razli€iti i obiéno se koriste ~ i %, jer se ti karakteri koriste za oznacavanje

pocetka i kraja u regularnim izrazima).

Manacerov algoritam

Posmatrajmo sada kako izgleda duZina najduzeg palindroma za svaku od pozicija u reéi babchabchaccha. ObeleZzimo ovu duZinu sa dp

Obelezimo dopunjenu re¢ sa t.

e 1 2 3 4 5 6 7 8 9 18 11 12 1 - indeksi i u reci s
| b ] a | b ] ¢ ] b ] a ]| b | ¢ | b | a] c ] c | b | a| - prosirena rec t
@ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 18 11 12 13 14 15 16 17 18 19 28 21 22 23 24 25 26 27 28 - pozicije p
e 1 & 3 &8 1 &8 7 @& 1 &8 9 8 1 &8 5 8 1 & 1 6 1 2 1 8 1 @ 1 @ - d[p]

Posmatrajmo palindrom sa centrom na poziciji 11 - njegova duzina je d;; = 9 i prostire se od pozicije 2 do pozicije 20.
Posmatrajmo sada duZinu najduZeg palindroma sa centrom na poziciji
12. Poito je nas palindrom simetri¢an oko pozicije 11, poziciji 12, odgovara pozicija 10. Znamo da je dig = 0. To je zato 5to je tg # t4.
Medutim, mi znamo da je ty = #33 (posto su obe unutar naseg palindroma), pa je zato ty; # tyzivaZidaje dyp = dijg = 0.
Primetimo da ovo moZemo konstatovati bez ikakve potrebe za uporedivanjem karaktera.

Posmatrajmo sada duZinu najduZeg palindroma sa centrom na poziciji
13. Njemu odgovara palindrom sa centrom na poziciji 9. VaZi da je dg = 1, jer je tg = t1p | t7 # £11. Na osnovu simetrije palindroma sa
centrom u 11, vaZi da je tg = t14, da je tip = ti2, t7 = t15 1 da je t11 = t11. Zato je t1a = t12 i t15 # t1y, pajediz = dg = 1.

Naizgled, vazi da je za svako i unutar direg palindroma sa centrom u nekoj poziciji C broj d; jednak broju d;, gde se i’ odreduje kao
simetriéna pozicija poziciji Z u odnosu na C (vaZi da je rastojanje od C'do i i i jednako,pajetjC —i' =i — C, ti.i' = C — (i — C)).
No, to nije uvek taéno.

Posmatrajmo d;5 i njemu odgovarajucu vrednost d;. One nisu jednake. Zasto? Posmatrajmo 5ta je ono to moZemo zakljuéiti iz
simetrije palindroma sa centrom na poziciji 11. VaZi da je ¢5 do t» jednako odgovarajucim karakterima tog do #55
« to je garantovano simetrijom i nije potrebno proveravati. Medutim, vaZi da je dy = 7. Znamo zato i da je ¢; = 13, medutim, ne
moZemo da tvrdimo da je ta; = tg, Zato to oy nije vide deo palindroma sa centrom na poziciji C - proveru da li je ty; = tg je
potrebno posebno izvrsiti.
Dakle, vaZi sledece. Pretpostavimo da je [L, R] palindrom sa centrom na poziciji C' (tada je C — L = R — (), da je i neki indeks
unutar tog palindroma (neka je C' < i < R)idajei’ = C — (i — C) njemu simetri¢an indeks. Ako je palindrom sa centrom u i’
sadrzan u palindromu (L, R) (bez ura¢unatih krajeva) tj. ako je L < i’ — dy, t.
dp <i'—L=(C—(i—C))—(C—(R—-C))=R—it.dy < R— 1, tadaje di = dy. Dokazimo ovo. Za svaku vrednost
0 < j < dy treba dokazati da je ; j = #;,;. Zaista, posto vazidaje L < i’ — jidajei+ j< R,vazidajet; j =ty idaje
tiyj = tyj. Medutim, posto je i’ centar palindroma duzine dy, vaZi da je t# j = ti ;4. Zato je na poziciji i centar palindroma duzine
bar d;. DokaZimo da je ovo i gornje ogranicenje, tj. dokazimo daje t; 4, 1 # ti;d,1-PoStojei +dy < R,vazidajei+dy +1 <R,
pajet; 4, 1= tiyd,i1itijd,+1 =ty 4, 1- Medutim, posto je palindrom sa centrom u i’ duzine d; vaZi da je t; de 17 tiid, i1
Ako je [L, R| palindrom sa centrom na poziciji C' i ako je i neki indeks unutar tog palindroma (C' < i < R), ali takavdajedy > R — 1,
onda moZemo samo da zakljué¢imo da je d; > R — i.



Ovo inspiride naredni algoritam, poznat pod imenom Manacéerov algoritam. Sliéno kao u prethodnoj verziji obradujemo sve pozicije @
od 0 do N — 1. Pri tom odrzavamo indekse C'i R takve da je [C — (R — C'), R] palindrom. Ako je i > R, tada palindrom sa centrom
u i odredujemo iz pocetka, povecavajuci za dva duZinu palindroma d; koja krece od 0 ili 1 (u zavisnosti od parnosti pozicije i), sve dok
je to moguce, isto kao u prethodno opisanom algoritmu. Medutim, ako je i < R, tada odredujemo i’ = C' — (i — C) i ako vazi da je
dy < R — i, postavljamo odmah d; = dy. Ako je di > R — i, tada duZinu d; postavljamo na poéetnu vrednost R —it.naR—i+ 1
tako da sui — d; i i + d; parni brojevi, i onda je postepeno povecavamo za 2, sve dok je to moguce (opet, veoma sli¢no kao u
prethodno opisanom algoritmu). Ako je pronadeni palindrom sa centrom u i takav da mu desni kraj prevazide poziciju R, onda njega
proglasavamo za novi palindrom [L, R], postavljajuci mu centar C' = i i desni kraj R = i + d;. Na poéetku moZemo inicijalizovati

R = C = 0 (time obezbedujemo da ne moZe da vazi da je i < R ida se na pocetku nece koristiti simetri¢nost okruzujuceg polinoma).
Moguce je dokazati da je sloZenost ovog algoritma O(n) (intuitivno, pronalaZenje kratkih palindroma zahteva mali broj izvriavanja
unutrasnje petlje, dok je pronalaZenje jednog dugackog palindroma zahteva duze izvriavanje unutrainje petlje, ali dovodi do toga da
¢e se u narednim koracima u velikom broju sluéajeva u potpunosti izbegava njeno izvriavanje).

ReSenje 1 (efikasno)
#include <iostream>

#include <string>
#include <vector>

using namespace std,;

int main() {
string s;
cin >>s;

// broj pozicija u reci s (pozicije su ili slova originalnih reci, ili su
/[ izmedju njih). Npr. niska abc ima 7 pozicija i to |a|b|c|
int N=2*s.size() + 1;

/I d[i] je duzina najduzeg palindroma ciji je centar na poziciji i

/ to je ujedno i broj pozicija levo i desno od i na kojima se podaci

/I poklapaju — ili su obe pozicije izmedju slova ili su na njima jednaka slova
vector<int> d(N);

/I Nlustrujmo d[i] na primeru reci babcbabcbaccba
10123456789 1011121314151617 1819202122 232425262728 -

pozicije

llblJalblc|blal|b|c|b|la]c|c|b]a] -recs

/0 12 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1  -indeksiunutars
/01 030107010901050101012101010 -d[

/I Primecujemo da je niz d][i] visoko simetrican i da se mnoge

/I njegove vrednosti mogu odrediti na osnovu prethodnih, bez potrebe
/I za ponovnim izracunavanjem. Npr. posto je d[11] = 9, rec

/[ abcbabcba je palindrom. Zato je npr. d[10] =d[12] = 0ili d[9] =

// d[11] = 1. To mozemo da tvrdimo jer su ti palindromi duzine 1

/l zajedno sa karakterima koji ne dopustaju njihovo produzivanje (to

/Il su s leve strane cba i sa desne strane abc) ukljuceni u palindrom

/[ abcbabcba.

Il lpak, d[7] = 7, sto je razlicito od d[15] = 5. Uzrok tome je to

/I sto palindrom duzine 7 oko pozicije 7 babcbab nije ceo ukljucen u
/l palindrom abcbabcba. Ipak, Mozemo zakljuciti da je d[15] >= 5 (jer
/l nam to obezbedjuje deo abcba koji jeste ceo ukljucen u abcbabcba.



// Dalje od toga je moguce utvrditi samo proverom daljih karaktera.

/l znamo da je [L, R] palindrom sa centrom u C
intC=0,R=0;/L=C-(R-0C)
for (inti=0;i<N;i++){
/[ karakter simetrican karakteru i u odnosu na centar C
inti sim=C-(i-C);
if i <R&&i+d[i_sim]<R)
/I nalazimo se unutar palindroma [L, R], ciji je centar C
/[ palindrom sa centrom u i_sim i palindrom sa centrom u i su
/I celokupno smesteni u palindrom (L, R)
d[i] = d[i_sim];
else {
/l'ili se ne nalazimo u okviru nekog prethodnog palindroma ili
/I se nalazimo unutar palindroma [L, R], ali je palindrom sa
/I centrom u i_sim takav da nije celokupno smestenu (L, R) - u
/[ tom slucajmo znamo da je duzina palindroma sa centrom u i bar
/I R-i, a da li je vise od toga, treba proveriti
di]=i<=R?R-i:0;

I/ prosirujemo palindrom dok god je to moguce

/I osiguravamo da je i + d[i] stalno paran broj
if ((1+d[i]) % 2==1)
d[i]++;

I/l dok god su pozicije u opsegu i slova na odgovarajucim
I/l indeksima jednaka uvecavamo d[i] za 2 (jedno slovo s levai
// jedno slovo zdesna)
while (i-d[i]-1>=0&&i+d[i]+1<N &&
s[(i - d[i] - 1) /2] == s[(i + d[i] + 1) / 2])
d[i] += 2; // ukljucujemo dva slova u palindrom, pa mu se duzina uvecava za 2

}

/I ako palindrom sa centrom u i prosiruje desnu granicu
/I onda njega uzimamo za palindrom [L, R] sa centrom u C
if (iI+d[i]>R){
C=i;
R =i+ d[i];
}
}

/I pronalazimo najvecu duzinu palindroma i pamtimo njegov centar
int maxDuzina = 0, maxCentar;
for (inti=0;i<N;i++){
if (d[i] > maxDuzina) {
maxDuzina = d[i];
maxCentar = i;
}
}

I ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg palindroma
int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
cout << s.substr(maxPocetak, maxDuzina) << endl;



return O;

Uporedi reSenje 1 sa sledecih 5 reSenja:
ReSenje 2:

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>

using hamespace std;

/I da bismo uniformno posmatrali palindrome i parne i neparne duzine,
/I prosirujemo string dodajuci " i $ oko njega i umecuci | izmedju
/I svih slova npr. abc -> "a|b|c$
string dopuni(const string& s) {

string rez = "";

for (inti=0;i<s.size(); i++)

rez +="|" + s.substr(i, 1);
rez +="[$";
return rez;

}

int main() {
string s;
cin >>s;

/l jednostavnosti radi dopunjavamo rec s
string t = dopuni(s);
/1 d[i] je najveci broj takav da je [i - d[i], i + d[i]] palindrom
/ to je ujedno i duzina najduzeg palindroma ciji je centar na
/I poziciji i (pozicije su ili slova originalnih reci, ili su
/I izmedju njih)
vector<int> d(t.size());
/l znamo da je [L, R] palindrom sa centrom na poziciji C
intC=0,R=0;/L=C-(R-C)
for (inti=1;i<tsize()-1;i++){
/I karakter simetrican karakteru i u odnosu na centar C
inti sim=C-(i-C);
if i <R&&i+d[i_sim]<R)
/I nalazimo se unutar palindroma [L, R], ciji je centar C
[/l palindrom sa centrom u i_sim i palindrom sa centrom u i su
/I celokupno smesteni u palindrom (L, R)
d[i] = d[i_sim];
else {
/l'ili se ne nalazimo u okviru nekog prethodnog palindroma ili
/I se nalazimo unutar palindroma [L, R], ali je palindrom sa
/I centrom u i_sim takav da nije celokupno smesten u (L, R) - u
[/l tom slucajmo znamo da je duzina palindroma sa centrom u i bar
/l R-i, a da li je vise od toga, treba proveriti
dij=i<=R?R-i:0;



I/ prosirujemo palindrom dok god je to moguce krajnji karakteri
/I *$ obezbedjuju da nije potrebno proveravati granice
while (t[i - d[i] - 1] == t[i + d[i] + 1])
dfi]++;
}

/I ako palindrom sa centrom u i prosiruje desnu granicu
/I onda njega uzimamo za palindrom [L, R] sa centrom u C
if (1+d[i]>R){
C=i;
R =i+ dli;
}
}

/I pronalazimo najvecu duzinu palindroma i pamtimo njegov centar
int maxDuzina = 0, maxCentar;
for (inti=1;i<tsize() - 1;i++)
if (d[i] > maxDuzina) {
maxDuzina = d[i];
maxCentar = i;

}

/l ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg palindroma
cout << s.substr((maxCentar - maxDuzina) / 2, maxDuzina) << endl;

return O;

}

ReSenje 3:
#include <iostream>

#include <string>
using namespace std;

string dopuni(const string& s) {
string rez = ",
for (inti=0; i< s.size(); i++)
rez +="|" + s.substr(i, 1);
rez +="|$";
return rez,

}

int main() {
string s;
cin >>s;
string t = dopuni(s);

// dovoljno je pronaci najveci palindrom neparne duzine u prosirenoj
Il reci

int maxDuzina = 0, maxCentar;
/I proveravamo sve pozicije u dopunjenoj reci
for (inti=1;i<tsize()-1;i++){



/I prosirujemo palindrom sa centrom na poziciji i dokle god je to
/I moguce
intd=0;
while (tfi-d - 1] ==t[i + d + 1])
d++;

/I azuriramo maksimum ako je potrebno
if (d > maxDuzina) {
maxDuzina = d;
maxCentar = i;
}
}

Il ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg palindroma
int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
cout << s.substr(maxPocetak, maxDuzina) << endl;

}

ReSenje 4:
#include <iostream>

#include <string>
using namespace std;

int main() {
string s;
cin >>s;
/I duzina ucitane reci
int n = s.size();

// duzina i pocetak najduzeg palindroma
int maxDuzina = 0, maxPocetak;

/I prolazimo kroz sva slova reci
for (inti=0;i<n;i++){
int duzina, pocetak;

/I nalazenje najduzeg palindroma neparne duzine ciji je centar
/I slovo s[i]
intk=1;
while (i-k>=0&& i+ k<n&& s[i - k] == s[i + k])
k++;
/I duzina i pocetak maksimalnog palindroma
duzina=2*k-1;
pocetak =i -k + 1;

/I azuriramo maksimum ako je to potrebno
if (duzina > maxDuzina) {

maxDuzina = duzina;

maxPocetak = pocetak;

}

/I nalazenje najduzeg palindroma parne duzine ciji je centar
/I izmedju slova s[i] i s[i+1]



k=0;

while(i-k>=0&&i+k+1<n&&s[i-k]==s[i +k+ 1]
k++;

/I duzina i pocetak maksimalnog palindroma

duzina =2 * k;

pocetak =i -k + 1;

/I azuriramo maksimum ako je to potrebno
if (duzina > maxDuzina) {

maxDuzina = duzina;

maxPocetak = pocetak;

}
}

Il izdvajamo i ispisujemo odgovarajuci palindrom
cout << s.substr(maxPocetak, maxDuzina) << end];

return O;

}

ReSenje 5:
#include <iostream>

using namespace std;

/I provera da li je g]i, j] palindrom
bool palindrom(const string& s, int i, int j){
while (i < j && s[i] == s[j]) {
i++; )
b
return i >=j;

}

int main() {
string s;
cin >>s;
/l duzina niske s
int n = s.size();
/I potrebno za prekid dvostruke petlje
bool nasli = false;
/I proveravamo sve duzine redom
for(int d = n; d >= 1 && 'nasli; d--) {
/I proveravamo rec odredjenu indeksima [p, p +d - 1]
for(intp=0;p+d-1<n&&!'nasli; p++) {
I/l ako smo naisli na palindrom
if (palindrom(s, p, p+d-1)){
/I ispisujemo ga
cout << s.substr(p, d) << endl;
/I prekidamo dvostruku petlju
nasli = true;



return O;

ReSenje 6:
#include <iostream>

#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

// provera da li je g]i, j] palindrom
bool palindrom(const string& s, int i, int j){
while (i < j && s[i] == s]j]) {
i++; )
oo
return i >=j;

}

int main() {
string s;
cin >>s;
int n = s.size();

int maxDuzina = 0, maxPocetak = O;
for (inti=0;i<n;i++)

for (intj=1i;j<n;j++)
if (palindrom(s, i, j)) {
intduzina=j-i+1;

if (duzina > maxDuzina) {
maxDuzina = duzina;
maxPocetak = i;
}
}

cout << s.substr(maxPocetak, maxDuzina) << endl;

return O;

}

5.

Za string S veli¢ine N, kazemo da Ai je veli€ina najduzeg prefiksa koji se moze ponovo
pronaci u S pocev od pozicije i. Smatramo da Al nije definisan.

S druge strane, neka Bi je veliine najduzeg prefiksa koji moze da se nade ponovo u S tako
da se zavrSava na poziciji i. Bi je strogo manje od i, i vaZzi da B1 nije definisano.

Na primer, ako S=ababacaba, onda je A=[-,0, 3, 0,1,0,3,0,1], B=[-,0,1,2, 3,0,1,2,3]

Nije Vam poznato S, ali je dato A i B.

ULAZ: U prvoj liniji standardnog ulaza dat je ceo broj N (2<N<10%). Druga linija sadrzi
N-1 celih brojeva tako da iti broj jeste Ai+1.



IZLAZ: Ispisati na standardni izlaz N-1 celih brojeva u prvoj liniji medusobno razdvojenih
blanko karakterom tako da iti broj je Bi+1.

MozZete pretpostaviti da su test primeri takvi da ¢e uvek biti moguc¢e da se generisSe
string S koji odgovara za ulaz A koristeéi alfabet koji ima najviSe 10°. Garantuje se
jedinstvenost reSenja.

Vremensko ograniCenje: 1 s

Memorijsko ograni¢enje: 128 MB

Ulaz Izlaz Pojasnjenje

6 12012 Moguce resenje je:
21021 aaabaa

5 1234 aaaaa

4321

6 01230 ababac

03010

11 0101232320 abacabababc

0103030200

Pretpostavimo da znamo string S i Zelimo da nademo string B.

ReSenje grubom silom: izaberemo svaki indeks i=2 i nadimo najduzi prefiks koji pocinje na
toj poziciji. Kada prosirimo prefiks, kada dodemo do indeksa j moramo azurirati Bj na
vrednost j-i+1.

Ali, Sta se deSava ako Zelimo da aZuriramo istu vrednost j dva puta? Zapravo, zanima nas
samo prvi put da azuriramo odreden |, jer je vrednost j—i+1 veca $to je vrednost pozicija i
manja. Niz A govori koji je to najduzi prefiks koji po€inje na svakoj poziciji i, tako da mozemo
doci do jednostavnog reSenja koje ukljucuje red (queue).

Odrzavaéemo queue sa svim indeksima i koji mogu aZurirati sve sledeée vrednosti j. Kada
dospemo do nove pozicije, onda postavimo poziciju u queue ako prefiks pocinje na toj
poziciji i zavr§ava se nakon poslednjeg elementa u queue. Inage, odbacujemo poziciju, jer
se nece koristiti. Da bismo nasli reSenje za tekuci indeks, proveravamo pocetak reda
(queue). Ako taj prefiks viSe ne azurira tekucéu poziciju, onda uzimamo element iz reda i
ispitujemo narednog kandidata.



ReSenje 1

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int MAX_N = (int)1e5;

int n;
int AIMAX_NT;

int main() {
cin >>n;

gueue<int> qg;
for (inti=2;i<=n; ++i) {
cin >> A[i];
if (Al {
if (1g.size() || Alg.back()] + g.back() < A[i] +1) {
q.push(i);
}

}
if (q.size() && A[q.front()] + g.front() <=1) {

d.pop();

}
if (g.size()) {
cout<<i-g.front() +1<<""
} else {
cout<<"0";
}

}
}

ReSenje 2

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

vector<int> solve(const vector<int> left) {
int n = (int)left.size();
vector<int> right(n);
for(inti=1;i<n;i+=1){
right[i + left[i] - 1] = max(right[i + left[i] - 1], left[i]);

}
for(intmx=0,i=n-1;i;i-=1){
mx--;
mx = max(mx, rightfi]);
right[i] = mx;

}

return right;



int main() {
int n; cin >> n;
vector<int> left(n);
for(inti=1;i<n;i+=1){
cin >> left[i];

}

auto right = solve(left);

for (inti=1;i<n;i+=1){
cout << right[i] <<'";

}

return O;

6. https://petlja.org/biblioteka/r/problemi/zbirka-napredni-nivo/prefiks _sufiks

[omuHe ce cnaxy jeaHa y3 Apyry, Tako LWTO Ce Nosfba Ha JOMUHaMa NOCTaBIbEHUM jedHY Y3
Apyry mopajy noknanatu. JommHe obu4yHo nmajy camo gga norba, MenfyTum, Hawe cy
OOMUWHe chneumjanHe 1 nmajy BuLle pasnmunTux norba (03HayeHux cnosmma). AKo cse
AOMWHE Koje Crnaxemo MMajy UCTY Luapy, Hanuwiy nporpam Koju oapefyje kako je JOMUHe
Moryhe CrnoXuTu Tako ga 3ay3my LUTO Make NpoCcTopa No OYXMHU (CBaka HapegHa JOMUHA
Mopa 6uTn cmakHyTa 6ap 3a jegHo norbe). Ha npumep, ako Ha goMMHama nuiie ababcabab,
HajMah-e NpoCcTopa 3ay3Mmajy ako ce Croxe Ha cregehu HaumH:

ababcabab
ababcabab
ababcabab

Yna3: MNpBu peq ctaHaapgHOr yrasa cagpXy HACKY Manunx crnoBa eHrrecke abeuefe koje
npeacrtasrbajy Wape Ha AoMuHama. [ykuHa Hucke je namehy 2 n 100000 kapaktepa. Y
HapeaHOM pefy ce Hanasm Leo 6poj n (1 <n <50000) koju npeacTasba 6poj OMUHA.

U3na3: Ha ctangapaHy nanas ucnucatu ueo 6poj koju npeacTtaBrba YKYnHy OYXUHY
CMNOXeHUX AOMUHA.

Primer 1
Ulaz
ababcabab
3

I1zlaz

19
Primer 2
Ulaz
abc

5

1zlaz

15
Primer 3
Ulaz

aa


https://petlja.org/biblioteka/r/problemi/zbirka-napredni-nivo/prefiks_sufiks

10

Izlaz

11

ReSenje

Klju€ reSenja ovog zadatka je odredivanje najduzeg pravog prefiksa niske koji je ujedno i
njen sufiks (takav prefiks tj. sufiks zvacemo prefiks-sufiks). Jedan nacin da se on pronade je
gruba sila (da se uporede svi pravi prefiksi sa odgovaraju¢im sufiksima i da se od onih koji
se poklapaju odabere najduzi). Ipak, mnogo efikasnije reSenje zasnovano je na Knut-Moris-

Pratovom (KMP) algoritmu.

Rekurzivna formulacija

Zadatak ima rekurzivno reSenje. Neka je niska s duzine n. Ako je ta niska prazna ili
jednoslovna, tada sigurno nema (pravi) prefiks-sufiks.

Zato pretpostavimo da je |s|22 i da je s=s'a.

Pretpostavimo da je d duzina najduzeg prefiks-sufiksa x reci ss’, tj. dela niske s koji se
zavrS$ava na njenoj pretposlednjoj poziciji (on se moze izraunati rekurzivno, jer je

re¢ s’ kraca od reci s). Tada je s'=xu=vx.

Neka je b prvo slovo niske u (ono postoji jer je x pravi prefiks-sufiks niske s') i da je u=bu’.
Tada je s=xbu'a=vxa.

Posto je |x|=d, vazi da je b=sd, dok je a=Sn-1.

Ako je a=b, tj. ako je sn-1=Sq4 tada je xa=xb najduzi prefiks-sufiks niske s i njegova duzina
je d+1.

Ostaje pitanje Sta raditi u slu¢aju kada je a#b. Ako je x prazan, tj. ako je d=0, tada ne postoji
pravi prefiks-sufiks reci s.

U suprotnom, sledeci kandidat za prefiks-sufiks reci s je najduzi pravi sufiks od x koji je
ujedno pravi prefiks od x koji se mozda moze produziti slovom a. On se moze izraunati
rekurzivno (jer je re€ x krac¢a od reci s, pa se proces mora zaustaviti). U tom slu¢aju
azuriramo X tj. njegovu duzinu d i ponavljamo poredenje sq i Sn-1 i postupak nastavljamo sve

dok se ne ispostavi da su oni jednaki ili da su razliCiti i da je duzina d=0.
Dinami¢ko programiranje

MoZemo primetiti da ¢e se u prethodno opisanom rekurzivnom postupku mnogi rekurzivni
pozivi poklapati (viSe puta ¢e se odredivati duzina najduzeg prefiks-sufiksa za isti prefiks
niske s). Stoga je potrebno primeniti memoizaciju, ili jo$ bolje dinami¢ko programiranje. U toj
situaciji odrzavamo niz d; koji sadrzi duzine najduzih prefiks-sufiksa za prefiks

niske s duzine i. Tako ¢e dn sadrzati trazenu duzinu najduzeg prefiks-sufiksa cele niske s.
Prva dva elementa niza mozemo inicijalizovati na nulu (jer prazna i jednoslovna niska ne
mogu imati pravi prefiks-sufiks). Nakon toga, popunjavamo ostale elemente niza, jedan po
jedan.

DuZinu najduzeg prefiks-sufiksa re€i so...si belezimo kao di+1 (jer ta re€ ima ta¢no i+1 slovo).
Tu duzinu odredujemo tako S$to poredimo s; sa sqi (zaista, d; je duzina najduzeg prefiks-



sufiksa za so...Si-1, pa se prvi sledeci karakter iza njega nalazi na poziciji Sq¢). Ako su jednaki,
vazi da je di:1=di+1. U suprotnom, ako je d;i jednak O, zaklju€ujemo da je di+1=0, a ako nije,
nastavljamo isti postupak tako Sto umesto d; posmatramo dqi i poredimo s; sa Sqdi. Zapravo,
mozemo promenljivu d inicijalizovati na d;, a zatim porediti s; sa sq, ako su jednaki

postavljati di.1 na d+1 i prekidati postupak, a ako nisu, onda postavljati di+1 na nulu i
prekidati postupak Ako niz d realizujemo nizom kmp, a nisku s predstavimo sa str, mozemo

formulisati sledeci kod.
kmp[O0] = kmp[1] = O;
for (inti=1;i< str.size(); i++) {
int k = kmpli];
while (true) {
if (str[i] == str[Kk]) {
kmpl[i+1] = k + 1; break;
}elseif (k ==0) {
kmpl[i+1] = O; break;
} else
k = kmp[K];
}

}
RESENJE 1

#include <iostream>

#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
string str;
cin >> str;
intn;
cin >> n;

vector<int> kmp(str.size() + 1);

kmp[O] = -1;
for (inti=0; i< str.size(); i++) {
intk=i;
while (k > 0 && str]i] != str[kmpl[k]])
k = kmplK];
kmpl[i + 1] = kmp[K] + 1;
}
cout << kmpJstr.size()] + n * (str.size() - kmp[str.size()]) << endl;
return O;
}
RESENJE 1 (PYTHON)
str = input()

| = len(str)



n = int(input())
kmp = [0] * (I +1)

kmp[Q] = -1;
for iin range(0, I):
k=i

while k > 0 and (str[i] != strlkmp[k]]):
k = kmp[k]
kmpl[i + 1] = kmp[Kk] + 1

print(kmp[l] + n * (I - kmp[l]))

RESENJE 2
#include <iostream>

#include <string>
#include <vector>

using hamespace std;

int main() {
string str;
cin >> str;
intn;
cin >>n;

int maxD = 0;
for (intd = 1; d < str.size(); d++) {
bool prefiks_suffix = true;
for (inti=0,j=strsize() - d; i <d; i++, j++)
if (str[i] != str[j]) {
prefiks_suffix = false;
break;

}
if (prefiks_suffix)
maxD = d;
}

cout << maxD + n * (str.size() - maxD) << endl;
return O;

RESENJE 3
#include <iostream>

#include <string>
#include <vector>

using hamespace std;



// odredjuje najduzi pravi prefiks-sufiks reci str[0, ..., i]
int prefiks_sufiks(const string& str, int i);

int prefiks_sufiks_(const string& str, int k, int i) {
int ps = prefiks_sufiks(str, k);
if (str[ps] == str]i])
return ps + 1;
else if (ps == 0)
return O;
return prefiks_sufiks_(str, ps - 1, i);

}

int prefiks_sufiks(const string& str, int i) {
if (i==0)
return O;
return prefiks_sufiks_(str, i- 1, i);

}

int main() {
string str;
cin >> str;
intn;
cin >>n;

int ps = prefiks_sufiks(str, str.size() - 1);
cout << ps + n * (str.size() - ps) << endl;
return O;

}

RESENJE 4 (hashiranje)

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>

using namespace std;

const int MAXN=50010;
const int BASE=29;
const int MOD=1000000007;
#define velicina(ulaz) int((ulaz).size())
long long |, r, stepen[MAXN];
int main()
{
string shara;
int n;
cin >>shara >>n;

// pravimo potencije (stepene) broja BASE
st[0] = 1;
for(inti=1; i< MAXN; i++)



{
stepen(i] = stepen[i-1]*BASE;
if(st[i] >= MOD)
st[i]%= MOD;
}

//otlrivamo najduzi prefiks niske shara koji je ujedno i sufiks niske shara
int preklapanje = 0;
for(inti = 0; i < velicina(shara)-1; i++)
{
| += stepen(i]*(sharali]-'a'); //hashiramo pravi prefiks duzine i+1 (od 0. karakteta do i. karaktera)
r = r*BASE + (shara[velicina(shara)-1-i]-'a"); //hashiramo pravi sufiks duzine i+1
if(l >= MOD) //racunanje u prstenu Zmod
| %= MOD;
if(r >= MOD) //racunanje u prstenu Zmod
r %= MOD;
if(l ==r) //BINGO: pravi prefiks duzine i+1 se poklapa sa pravim sufiksom iste duzine
preklapanje = i+1;

}

cout << velicina(shara) + (n-1)*(velicina(shara)-preklapanje);
return O;

}

7. Zadaci za samostalan rad
https://arena.petlja.org/competition/2019stringmatching



https://arena.petlja.org/competition/2019stringmatching
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