Kpamupuranuje 3a OKpysKHO TAKMUYEH € IMTkoncka 2020/21 roauna

Ananu3a nmpobJsieMma ca pemiemuMa

Kpamuduranuje, ka0 10OaTHO TAKMUUEHE y MOIUIIKHEM IUKIYCY TAaKMUYEHA U3 IPOTPAMUDPAHA
VUYEHUKa Cpenmux mirojaa, yBeneno je 2008. rommue. /IlBa riaBHa MOTHMBa 3a yBoDeme momaTHOT
paHra TakMUYEHA CY:

1. YIIO3HaBamke€ Ca CUCTEMOM TaKMHUUYeHa (3a HOLIGTHI/II{G)

b

2. momaTHU TPEHWHT ’crapujuMm” TakMuuapuMa (u CBUMa Koju ce Tako ocehiajy)

HacraBa u3 mHpOopMaTHKe, y HAIIUM CPEemIUM INKOJaMa, je OpraHM30BaHA HA TaKaB HAUWH Oa je
aKIEeHAT HAJIEKO O MpobJieMa ajropuraMcke npupone. 360r oBora, 4eCTo yYEHUIW NMajy npobiema
ca pasyMeBameM KOHIENTa 33JaTaKa KOJjU Cy 3aCTYIJheH! HAa TAaKMUUYEHUMA U3 IporpamMupama. Ha
[IOYETKY CBAKOI LUKJIyCa MOCTOje IUTAama OKO yduTaBama / HCOUCHBama noxaraka (6uio ca
CTaHmAPAHOT yjna3a / wW3na3a OWIO M3 JATOTEKA), TAKMUYAPU HUCY YHO3HATU Ca CUCTEMOM

TecTUpama, 6040BameM IPobaeMa UT . 360T Tora ce KOHTPOIHY 3a/jalii U OfPXKaBajy Tako Jja KOPUCTUTE
ayToMaTcKy eBanyaTop Bamer kopa.

[Tornenajre map mMpUpy4YHMKa KOju HyHe caBeTe Kako fila u3OerHeTe yoOMdajeHe Tpelllke Ha TaKMMUYembMMa:
http://poincare.matf.bg.ac.rs/~jelenagr/1d/OkruznoTakmicenjeNapomene.pdf

Y OBOM IOKYMEHTY Cy IaTa Pellena y ICeyfo-je3uKy 1 aHaau3e npobdaema ca Ksammoukarnmja.




O-peuHHUK

Manan lexkurna je oagyyuno na HAIPABU CBOj IPBU PEYHUK. Y IHera he na CMemTa CBe PeYn KOjux ce
nokoma. HapaBHO Kao mTO je y CBAKOM PEYHUKY IMPABUIIO, PEUM CY MOCIAraHe Mo JEKCUKOrPadCrOM
mopeTKy on HajMame no HajBehe. Bpemenom peunur pacre, ma 6u manau [lekuia Boseo na 3Ha 3a
HEKY Ped, KOJUKO MAbUX PEUU O He UMA y PEUHUKY.

Yna3. (Ynasau momamu ce yuumTaBajy Ha CTAHAAPAHOT yJa3a) Y IPBOME ey yJas3a HaJa3Wd Ce
jeman meo 6poj N (1 < N < 100.000) koju mpencrasma Opoj komammu. ¥ caenehimx N penosa,
HaJla3e ce HeKa O KOMAaHIN

ADD rec
LESS rec

Peun he 6utu cacrasimene om ciaoBa eHriyiecke abernene, OMIO MaIUX OWIIO BEJIWKUX, IPU UYEMY Ce
cmatpa ga cy peun ” PoPoKaTaPeTL” u ” POPOkataPETI” ucre. Hujemua peu mehe 6utu myska
on 100 3makoBa, a koMmmiaeran peunuk Hehe mMmaru Bume ox 2.000.000 crosa.

W3ma3. (Manaswe momamu ce ucnucyjy Ha crapmapaau usna3) Ha crampapasau msnasz tpeba 3a
CBaKy KOMaHIy Koja moumme ca LESS mcnucaru mo jeman meo 6poj Koju mpencrtaBmba Opoj pedn
JIEKCUKOTPa(CKM MamUX O ped: Koja cienu mn3a komauge LESS. Caku Opoj mraMoaT y HOBOM
pemy. AKO TpaskeHe peur HeMa y PEYHUKY UCIucatu ~no such word”.

IIpumep 1.
proizvod.in proizvod.out
14 2
ADD Petronije no such word
ADD PeTrONIJE 0
ADD Jovan 6
ADD STEVAN
LESS Stevan
ADD ISTVAn
LESS pajVan
ADD maja
LESS istvan
ADD KlipaN
ADD Milica
LESS stevan
ADD Milica
ADD MiliCA

Hamomena. Y 50% npumepa N he 6utu mame wim jemaaxo 1000.

Orpanunuema. Bpemencko orpanuueme: 1ls; Memopujcko orpannueme: 64M B




Pememe u amasm3a. OBo je mpumep Texer npobrnema Ha KBamudukanujama, jep 3axTeBa ha yMaTe
Npef3Hamba 13 HeKUX HAIPEIHUjUX CTYKTypa moxaraka. Aju, He OpuHuTe ce. ViMate 24 yaca ga camu Majo
UCTpauTe TeXHVKe KOj/Ma ce Hallafia Ipo6JieM Kao IITO MHade pafe mpaBu uHpopmarndapu. IIpoceyan 6poj
0omoBa je 0uo oko 15 mpu ueMy je jemaHaecT TakMmyapa nmaso MaxkcuMasanx 100 6onoBa Ha BEMy .

IIpoGuem je mocra HejacaH HAKOH IPBOr unTama (mro noTBphyje u DocTa HOCTaBILEHUX MUTAHA HA
dopyMy y TOKy camor takmuuema). MeDyrum, ckopo cBe cyMmme OTKIama IPUMED AAT Y CaMOM
npobieMy (IITO U jecTe CBpXa IpuMepa KOju ce [ajy y3 dopMmynanujy 3ajaraka). Y rpyOuM nprama, o
HAC Ce 3aXTeBa 1a UMIIEMEHTHUPAaMO IPOrpPaM KOju CUMYaupa ciaenehu aasropuram:

1. ITocraBu peunuk, o3Haunhemo ra ca recnik, Ha Tpa3aH CKYyII.

2. 3a cBaKy O& n KOMAaHIW, Y PEAOCIENy OATOM Kao y yJaa3y:

(a) Komanma obmuka ADD rec: rec TpaHCHOPMUCATU TAKO Ia CAIP/KU CAMO Maja CJIOBa
enryecke abenene (IOIITO pedu HUCY case sensitive). Y KOJIUKO rec He mpunana recnik-y,
ybanuTu je.

(6) Komannma obuura LESS rec: rec TpanchOpMUCATU TAKO Ha CAAP/KUA CAMO MaJia CJIOBa
enryecke abenene (MOMTO peun HUCY case sensitive). YKOJIUKO rec He Ipunana recnik-y,
Bpatutu —1 Kao pe3yaTaT; y CYIPOTHOM BPATUTU OPOj PeUMd U3 PEUHUKA KOje Cy Mame
on Bme.

ITon "mame” monpa3yMeBaMoO Mame y ONHOCY Ha JIEKCUKOIPa(CKU Hopenak. Y naJbeM Iejly TEKCTa,
noapa3yMmeBaheMo ma cy pedm m3 yja3da TPaHCPOPMMCAHE TAKO Oa CE CACTOje CaMO OJ MAaJnX
cioBa. CuMmyamnuja OBOr aJrOpPUTMa 33 JATHU IpUMED je MprKasaHa Ha caunu 1. Ha woj je recnik
y CBAKOM OJ KOPpakKa IpuKa3aH y pacryhieMm moperky (yckopo hemo BuaeTu 3amro HAM je mopemak
ouTaH).

add add add
— — e
Petronije PeTrONIJE Jovan —‘
add less _ add less
jovan R jovan e istvan —_— istvan —_
STEVAN petronije Stevan petronije ISTVAN jovan pajVvan jovan
stevan stevan petronije petronije
stevan stevan
oarosop: 2
0AroBop:
no such word
add less add add
- istvan —_— istvan E—— istvan —— istvan —
maja jovan istvan jovan KlipaN jovan Milica jovan
maja maja klipan klipan
petronije petronije maja maja
stevan stevan petronije milica
X stevan petronije
oarosop: 0 stevan
less add add
istvan —— istvan —_— istvan
stevan jovan Milica jovan MiliCA jovan
klipan klipan klipan
maja maja maja
milica milica milica
petronije petronije petronije
stevan stevan stevan

oarosop: 6

Cuaura 1. Objammeme mpuMepa ca mamupa.




Ospe hemo usnoskuTu mBa pemema oBOr mpobiiema. [IpBo, jemHOCTaBHUjEe pelieme, Koje je u
BehuHa TakMUYaApa UMILIEMEHTUPAJIa, NeMO AeTabHO 00Pa3I0KUTH, 0K he Apyro OUTU U3TOKEHO
y KpaTkuM nprama (Bume 300r came maeje). DurtHo je mcrahm ma je MeTox Koju ce KOPUCTH y
IIPBOM peIlemhy jako OUTaH U HaJACBEe KOPUCTAH.

Kao mTo je u y ropmeM ajropuTMy ONMCAHO, MOTPEGHO je y CBAKOM KOPaKy OKABATHU CTPYKTYDPY
recnik (jom yBek He 3HAMO KakO OHa Tpeba Ia M3rJiena) Tako Oa MOKeMO: (i) HOJATU HOBY DeY;
(iI) ucuuraru na au onpebena peu mocroju y ®0j; (iii) malim Gpoj peum KoOju cy Mamu OX LaTe
peun U3 pedHuKA.

Kon nmpobaema oBor Tuma, rme ce omp:kaBa CTPYKTypa W MOTPeOHO je mMmmiaeMeHTUpaTu ompebhen
Opoj omeparuja u youTa, MOryha cy aBa reHepajiHa IPUCTYIIa:

e on-line npuctym: OBne ce KOMaHAEe y4YWTABajy pemoM. Y KOJIMKO j€ KOMaHAa 3aIlpPaBO YIINUT,
oIMax ce IMTaMOa HEeH OIr0BOP.

e off-line mpucryn: OBnme ce mpBO CBe KOMaHAE YYUTajy U Kpeupa ce CTPYKTypa Ha OCHOBY
Bux (ApyruMm pednMma ”u3rien’ CTPYKTYDE 3aBUCK O] CAMOT yJja3a). 3aTuM ce IOHOBO kKpelie
IO KOMaHIaMa M TEeK Taja MITaMIa Pe3yaTar 3a oxpeheru ymour.

ITurame koje ce opne namehe jecrte: 3amro 6u Hama kopuctuo off-line npuctyn? Omarosop mehemo
[aTU y TEHEPAJIHOM ciayuajy (u3rienao Ou cysuine GUIO30(pCKA OBAKO y MOYETKY, & TO CBAKAKO HE
sxeaumo), Beh hemo 1o ypamutu kpo3 pememe 0BOT nmpobiema.

Off-line pememe: [IpeTrnocraBuMo ma CMO Ha MOYETKY YUUTAJIU CBE KOMaHOE. KOMaHIE MOKEMO
3aMaMTUTA y OOJIMKY CPYKType command Koja uma cienehe arpubyre:

aTpubyT objammeme

isAdd boolean KOju CIy:KU Ia Pa3uuKyjeMoO KOMauzne (y3uMa BPEIHOCT {1ue YKOJIUKO je
KOMaHIa 3a AOJaBam€ peuud, nHade je false)

word pedu kojy Tpeba ybanuTu miau 3a Kojy Tpeba U3BPUINTHU yINAT

index pemEr 6pOj OMHOCHO TMO3UNKja KOMAaHIE Y yIa3y

sort MHIEKC ¥ COPTUPAHOM pedHuKy (y masbeM neiy objammaBaMo oBaj aTpubyT)

Ilakne, mpu caMO yuYuMTaBamy KpEeMpaMO HU3 KOMAHIA W 38 CBAKy OJ H-UX WHUIM)aJIU3yjeMO IPBa
Tpu arpubyra. OBaj HM3 KOMaHAM, MOKEMO COPTHUPATHU JEKCUKOrpadCku mo arpubyty word
ODHOCHO TIO0 peumMa Ha Koje ce koMmamme omuoce. Illra mobmjamo oBum? OBum ce mobuja yi-
paBO HOPEIAK PEYd Ha Kpajy OMHOCHO HAKOH M3BPIICHa CBUX KOMAaHIM (IpU YeMy Ce U PeYd U3
youTa Haja3e y mUMa). 3amTo HaM je norpeban oBaj nopenak? Hawme, kako ce ymur onHocu Ha
Opoj peuu Koje Cy Mame Ol daTe, MU Ha HEKM MMIUIMIUTHU HAUWH MOPaMO AP:KATU PeYd U3 ped-
HUKa copTupaHe (MOmTo je OpOj pedm Koje Cy Mame 3alpaBO WHIEKC YIUTHE PEUM Y COPTUPAHOM
HU3Y YMAIEH 3a jelaH).

Ako Ou mpu CBaKOM HOJAaBamy HOBE PEYU Yy CTPYKTYDPY, IIOHOBO COPTUPAIU (OIHOCHO IIOIITO je
ona Beh coprupana ybanusame U3BpIIABAMO yMETAHEM y JIMHEAPHOM BpPEMEHY ), no0uiau 6u xa je
CIIO}KEHOCT yODaluBama HOBE PeUM MPONOPIMOHAJaH Opojy peunm y peunuky. OBme KakeMoO Ipo-
MOPUMOHAJIAH U3 IPOCTOT Pa3jora IMTO OBAe HGapaTaMoO ca CTPUHTOBMMA IIa omeparuja ynopebu-
Bama HUje KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTU. 3aucTa, 3a ynopebuBame aBa cTpamHra, y HajrOpeM ciaydajy,
norpeban 6poj omepanuja jemHak je myskmHu Kpahe peun.

YKONMMKO OU MU MMaJy KPamU U3TJIE] PEYHUKA, MU MOKEMO ped ybanuTu Ha MEeCTO Ha KOjeM ce
OHa HaJa3u Ha Kpajy (TauHuje yBek OAp:kaBaMoO mopenak peun). Ha oBaj Hauma mobujamo xa
Y CBaKOM TPEHYTKYy MMAaMO COPTHPAH HU3 peUYM ajd UMILIAOUTHO, jep m3MeDy peum MO:xke OuTH




npasHux Mecra (Mecra koja e Tek GuTH HONyHmEHA pedyuMa KOje KAaCHUje HoJase). 3aToO HAKOH
yHOCA KOMAHIW, COPTUPAMO HU3 TO aTpudbyTy word.

Yemy mam cayxku atpubyT sort? Haume, nHama Huje OUTHO Ja MMaMO HU3 KOMAHAA COPTUPAH IO
aTrpubyty word. Kao mro hiemo ycrkopo BumeTn, moTpebGHO je caMo na 3a CBaKy OJ KOMaHIN 3HAMO
BEH UHIEKC y copTupanoM Hu3y. Ilakne, y arpubyT sort maMTUMO yopaBO OBa] WUHIEKC.

1 istvan (true, “petronije”, 1, 10) 1 istvan (true, “petronije”, 1, 7)
2 istvan (true, “petronije”, 2, 11) 2 jovan (true, “petronije”, 2, 7)
3 jovan (true, “jovan”, 3, 3) 3 klipan (true, “jovan”, 3, 2)
4 klipan (true, “stevan”, 4, 12) 4 maja (true, “stevan”, 4, 8)
5 maja (false, “stevan”, 5, 13) 5 milica (false, “stevan”, 5, 8)
6 milica (true, “istvan”, 6, 1) 6 pajvan (true, “istvan”, 6, 1)
7 milica (false, “pajvan”, 7, 9) 7 petronije (false, “pajvan”, 7, 6)
8 milica (true, “maja”, 8, 5) 8 stevan (true, “maja”, 8, 4)
9 pajvan (false, “istvan”, 9, 2) (false, “istvan”, 9, 1)
10 petronije (true, “klipan”, 10, 4) (true, “klipan”, 10, 3)
11 petronije (true, “milica”, 11, 6) (true, “milica”, 11, 5)
12 stevan (false, “stevan”, 12, 14) (false, “stevan”, 12, 8)
13 stevan (true, “milica”, 13, 7) (true, “milica”, 13, 5)
14 stevan (true, “milica”, 14, 8) (true, “milica”, 14, 5)
CopTupaHe peuu 13 ynasa Hwn3 komanau KomnpecosaH Hu3 KonpecoBaH HU3 KOMaHaM
COPTMPaAHNUX pedn 13 ynasa

Cnuka 2. V3arien coprupaHor HU3a PEYM U HU3a KOMAHAX (Y MOYETHOM U KONPECOBAHOM OBJIUKY ).

Mebytum, HA 0Baj HAUMH OCTABJHLAMO BUIIE MOJba 34 UCTY ped (IpuMep pamd y yiaa3y ce HAJIa3u
TpU myTa ped stevan). 3aTO HAKOH OBIO OCHOBHOI' COTHPAama BPIIMMO ~Kompecujy”’ OBOI HU3A.
Ilomg kKoMpecujoM MUCIUMO Oa CBa MOHABMAMma peun m3baiyjemo. Kako je HU3 peun COPTUPAH,
OBO MOYKEMO YDAIUTHU y JIMHEAHOM BPEMEHY OJHOCHO jemHuM mposackoM kpo3 Hu3 (Karxo?). Hakon
OBOTa MEHAMO U BPEAHOCTU aTpubyTa sort y HAIIUM KOMAaHIAMA.

IIpoBmem cMo cBenu Ha cuMmynanujy ciaenehier amropurama:

1. VMaunujanuzosatu HU3 KoMauau, commands. ATpubyT sort Ha IOUYETKy IOCTaB/baMO Ia MMa
UCTY BPEIHOCT Kao U index.

2. CoprupaTy HU3 KOMAHIU, UHAUPEKTHO [IPEKO WMHAEKCA sort (makie He MemaMO PEemOCe]] KO-
MaHau koMmauzne Beli BpemHocTu oBOr arpubyTa).

KOMpeCI/Ija Huza commands OOHOCHO Bp€aHOCTN anI/I6yTa sort.

[MocraBumo HM3 cTpUHTOBa words, My:KUHE KOIPECOBAHOI HU3a peuwn, Ha mnpasne peuu. OBoO
Thie mam mpexacraB/maTé cTame CTPYKTYPEe OOHOCHO CIy:Kue HaM Kao TPEHYTHU COPTUPAHU
HU3 peun ca ’pymama’.

5. Ilonoso ce kpehiemo no HU3Y KoMamu (10 pemocieny ca ynasa). Kana ce Hanmasumo Ha k-Toj
KOMAH I

(a) ako je romamma Tuna add omHocHO ako je commands|k].add = true, Tama mocraBbAMO
words[commands[k].sort] = commands[k].word. OBum ped 0aMax HOCTABILAMO yIPABO HA
no3unujy Kojy he mmarum Ha Kpajy.

(6) aro je komamma tuma less oqHOCHO ako je commandslk].add = false, Tama npso Tpeba
UCOUTATHA Oa JU je ped ybauvena y pednuk. OBO HCIOUTYjeMO HPEKO yCJIOBa 1a je
word[commands|k].sort] pazmuumuTo o1 MpasHOr CTPUHTA. Y KOJWKO HUje, KAO PE3yJITaT
Bpahamo no such word. Y cynpoTrHOM mOTPeOHO je BpaTuTy OpPOj peyun mpe me, a 0BO je
yupaso 6poj He HPa3HUX CTPUHIOBA y HU3Y words mpe uuuaekca commands|k].sort.




Y cymtunym, HU3 words He Mopa Outwm Hu3 crpuHroBa. Ibera cmo Tako mepuHMCAIN CAMO PaIU
JIaKIe aHaJoruje ca coprupaHuM Hu3oM peun. Canma kKama 3HAMO INTa OH 3alpPABO MPEACTABILA,
MOMKEMO T'a IOCMATpPaT! Kao HU3 Ieaux OpojeBa. Ha moderky cBe esneMeHTe MHUNIM]AIN3yjeMO HA
Hysne. Kama ce Heka peu yGamyje Ha mo3uuujy k, MU 3ampaBO IOCTaBBAaMO words[k] Ha jenas.
OBuMm ce ynur (6poj peun npe me Koje Cy MOCTaB/beHe Ha 1) CBOOU Ha CyMy €JIeMEHATa HU3a IIpe
HEKOTr MHIeKca. 3Byun nozHaro? OBaj mpobiieM ce pemaBa KyMyJIATUBHOM TAGeJIOM.

Jenan ox yectux npobiseMm koje cpehiemo y mporpamMmpamy jecrte mpodiaeMm KyMylaTuBHUX Tabeia,
Koju ce 3acHMBa Ha ciemelimMm omepanujamMa HaI JUHAMUYKAM HU30M:

e add(k,x) - mosehaj k-tu unam Hu3a 3a T

e count(k) - mahim cymy npsux k esemanara Hu3a

0 | 0| | 0] o] [ 0]
0 o | 1]
0 | 0| | 0] 1o | [ 0]
0 (true, “petronije”, 1, 7) n (true, “jovan”, 3,2) n (true, “stevan”, 4, 8) n (false, “stevan”, 5, 8‘ “
> >
0 | 0| 0] o] 0]
0 | 0| | 0| o | | 0]
0 1]
0 [ 0] [0 ]
oarosop: 2
(true, “istvan”, 6, 1) = (false, “pajvan”, 7, 6) _ (true, “maja”, 8, 4) o (false, “istvan”, 9, 1) g
(true, “klipan”, 10, 3) (true, “milica”, 11, 5, (false, “stevan”, 12, 8)
ogrosop: 6

Cnuka 3. CuMmynanuja KOMaEIM HAJ KyMyJIaTHBHUM HU30M. 3alibe ABe KoMaHzae (Koje He yTudy
HA PE3yJITaT a U HE MeHmajy CTPYKTYPY) HUCY IpUKa3aHe.

Ounrsenuo ”pememe” je ma y HU3Y a 4yBaMO BPETHOCTU HU3a, & CYMy HOPBUX k WiaHOBa H0OUjaMo
cyMmupameM npBux k eremenara tor Husza. To ca cobom mosnaum caoskenoctn O(1) m O(n) 3a obe
onepamuje, penom. JIlpyra moryhaocT jecte ma ce y ZOAZATHOM HM3Y Sum HaMTe NPe(UKCHE CyMe.
Tana mobujamMo OOGPHYTE CIOKEHOCTH 3a omlepanuje (3a CBAKO HOJABAHE k-TOM €JIEMEHTY MOPAMO
a IPOMEHMMO U BPEAHOCTH CBUX CcyMa mHiekca Beher unm jemsakor k). Ilo onTumasHujer pememna
[OJIA3UMO YKOJIMKO MOKYIIAMO a OBe CJIOMKEHOCTH yjenuaunmmo. CTpyKTypa momaTaka Koja perasa
oBaj npobiuem y caoxenoctu O(nlogn), 3a o6e onepanuje, jecy moMeHyTe KyMyJaTuBHe Tabeie.
Ospne meheMo onmcaru aaropuraM KyMyJIaTUBHUX Tabena. YuTaoly mpemiakeMo Ja Ce ¢a UCTUM
YIO3HA Y APYTOj JIUTEPATYPU.

7Y onmreme” KyMyJaTUBHUX Tabesa je CTPYKTyPa: CerMeHTHO cTabJio (enr. segment tree). Cer-
MeHTHUM cTabioM ce Takohe Mory pauyHaTu IpeduUKCHE CyMe y JIOrapUTaMCKOM BpeMeny (uameby




OCTAJIOr), TAKO [a Ce U HBUXOBOM UMILIEMEHTAnujoM nobuja umcra ciaoskenoct. Hapaso, mpe-
MOpyUyjeMo ma YBEK IpUMEImYyjeTe OHy y UhjeM APYIITBY ce curypuuje ocehare.

Haxrne, nepuHucameM HI3a word TPEKO KyMyJaaTuBHe Tabese, 1o06ujaMo KOHAUAH aJropuraM. 360r
MHOIITBA KOPaKa KOje UMaMO y aJTOPUTMY, IIOCTABJba Ce HIUTAHE KOja je KOHAUHA CIOKEHOCT OBOT
asropur™a. IIpBE KOpak, OMNHOCHO COpTUpame Husza koManau, uma ciaoxkenoct O(nlogn - 20).
Opnakne 20 y oBoj ¢popmynu? Ila Beh cmo HamoMeHysu mga momTo Ce OBAE UI'PAMO Ca CTPUHIOBUMA,
cinosxkeHocT ynopebuBama je jemHak myskuru Mamer crpuHra. OrpaHuveme 3a Iy:KUHY CTPUHTA
je 100 mebhyrum npoceuna nyskuHa crpura je 20 (HAIOMEHYTO je Oa yKyIHa NysKUHA He [IpeJasu
IBa MUIMOHA Kapakrepa). IIpyru Kopak, KOju ce OQHOCH Ha KoMmpecujy uma cioskeroct O(n -20)
(nuHEapHa ciokeHOCT anm mapamerap ymopebusama je omer sactymmen). Ha kpajy ocraje neo
BE3aH 3a CUMYJIAIM]y, KOJU C€ CBOAMW Ha IUPEKTHY NPUMEHY KyMmyiaruBHe Tabeme. Komauno, mo-
bujamo na je cuoskeHoct Hamer aaropurMa jemuaka O(nlogn-20+mn-20+ nlogn) = O(20-nlogn).

On-line pememe: Kao mTo ¢cMO HATOMEHYJIM HA MOUYETKY, MOCTOJU jOIN jedaH HAUWH 32 PEIIaBaibhe
oBor npobiema. Kiyuna pasnuka usmelhy oBux mpucrtyma je mro je oBoO off-line pememe. Ipyrum
peuyrMa, y TEKCTy mpobiemMa ce MOIVIO 3aXTeBaTH Ja Ce OAMaX HAKOH yHOCA KOMAaHME less mramia
pesyarar. Tana, onucanu anropuram He Oy Ouo pememe (MOMTO OH 3aXTEBA YHOC CBUX KOMAHIU
y crapry). Mebyrum, obuuno je off-line npuctyn mocra makmu.

Osme hemo ykpaTro wm3HeTm maejy ajaropurma, aiau je sehemo neramuo omumcmBaTtu. Omomax y
crapTty Tpeba HAIIOMEHYTH Oa je, 3a OBAaj KOHKPETAH IPUMEpP, jAKO TEINIKO MMEIIEHTUPATHU OBaj
aJropuTaM 3aTO IITO je MEMOPUjCKO OrpaHnden.e OBOr mpobiema jako Majso - 64M B. Ho, mamamo
ce na he Bam oBa maeja mpoOyauTy MAIITY U Ja he BaM OWTHU jOUI jeaHO OPY:Kje y apCeHAJy.

Kao u mpBo pememy, m oBae heMO KOPUCTUTH jeqHY HAIPETHU]Y CTPYKTYPYy HoIaTaka: trie.
IlerassHuju omuc OBe CTPYKType je usmBojen m mar y mpusory A. Cee peum Koje ce HOmajy y
peunuk, ybamusahemo y name crabiao. Kana nanbhemo Ha ynur less 3a ped word, IpBo je moTpebHO
UCOIUTATH Oa JU ce ped Hajga3u y peunuky. OBO paamMo jeZHOCTABHMM KpETameM O KOPEHa, a
nparehu kapakrepe peum word. YKOJUKO Ce ped Hajas3um y cTabily, 3aBpHiaBaMO Y MapKUPAHOM
YBOPY, KOju NeMO O3HAYUUTU ca V.

KopeH cTabna

I Iy

Cuauxka 4. Ilpukas crabia u pauyHama OAroBopa 3a KoMmaumny less. IlmaBom Gojom cy oGojeHu
YBOPOBU IO KojuMa ce kpehieMo, a cuBOM OHE 3a Koje cabupamo count BpeIHOCTH.




Kako Mo:keMO okapakTepucaru pedm Koje Cy Mame on word Koja ce Hajasu y uBopy v (mon
"Hamasu” TMOApa3yMeBaMO Na Ce pPed NIpM KpeTamy O]l KopeHa 3apmasa y ToMm usopy)? Iloc-
MaTpajMo ped w K0joj oaroBapa yBop u. O3HAUYMMO ca p IPBOT 3ajeTHUYKOr POAUTEJHA 33 OBA ABA
yBopa. Peun w he 6utu nexkcukorpadcku npe peun word ako U caMO aKoO ce IoACTabIo POIUTEha
P KOMe IpUIana v HaJa3u JIeBO o1 nmoacrabiaa kome npunana v. OBme Tpeba U3IBOJUTU CIEIN]aTHE
ciayJajeBe Kana je p = v uiau p = u. llakie, oarosop 3a less mobujaMo Tako mMTO IPU KPETA’mY KPO3
cTabio, Mo KapakTepuMa pedun word, Kaga Ipea3uMo ca YBOPa v Ha YBOD u cabmpamMo count-oBe
CBe [lene 4Bopa v Koja €y mpe u (3a HomaTHO objallmherne HOorjiemaTu CIury 4).

CroskeHoCT ybanuBama pedn jeTHak je meHoj ay:kuan. CIIoKeHOCT YIUTa jeJHAK je NYKUHU pedn
moMHOkeHO0] ca 26. Muoxkumo ca 26 360r cymmpama count arpubyra ”pobaka” kKoju cy j1eBo on
uBOp koju mocehyjemo. Axo ca len O3HAUMMO YKYNHY IysKUHY yia3a, OMHOCHO YKYIHY IY:KUHY
peun, caosxkeHoct oor aaropurMma je O(len-26). Jom jeqHoM HAIOMUEEMO Ia je 38 OBaj KOHPEKTAH
npobieM jaKo TEmKO MMIIEMEHTUPATU OBY MUAEjy 300r MAJOr MEMOPUjCKOT OrpaHUYEHa, AUl Ce
HAIaMO M1a CTe Y/KUBAJIU y HOj.




Crenen

3a mBa mara npupomHa 6pojaaub (2<a<b< 264) ompemuTu npupomgHe OpojeBe x m k Tako ma
Baxkn a < 2% < b, a na je k mro Behe moryhe. Y ciydajy na MMa BUIIE DeleHa HCIHCATH OHO Y
KOjeM je T HajMame.

Yaas. (YnasHu moganu ce yuuTasajy Ha CTAHAAPAHOT yia3a) Y TNPBOj U jeIWHO] JMHUJU CTaH-
[apAHOT yla3a ce Hajla3e IPUPONHU OpojeBu ¢ u b.

WN3ma3. (M3nasse nmomamu ce UCHUCYjy Ha CTaHAAPIHU u3naa3) Ha crammapiau M3ia3 UCOUCATHA
penoM nBa TpaskeHa NpupoaHa Opoja x u k.

IIpumep 1.
stepen.in stepen.out
5 20 2 4
Ilpumep 1.
stepen.in stepen.out
35 50 6 2

Orpanunuema. Bpemencko orpanuueme: 0.5s; Memopujcko orpanuveme: 168

Pememe u ananusa. Ipyru npobiaeMm Ha kBajnuduramujama Ouo je mMaTemMaTuyke npupone. Per-
eme npobieMa ce BPJIO jeJHOCTABHO MOKE MCKA3aTU y BUIAY MaTeMaTUdkor anropurma. Mebhyrum
KAKO Ce MU OBJle UIpaMoO y OMHAPOM M OrPDAHUYEHOM CBETY, HUje CBE TAKO JIAKO KAao IITO U3-
riaena. Ilpoceuan 6poj 60m0Ba y TOKy TakMHUUeHma 6uo je oko 28, mok je 50% TarkMudapa 0CBOJUIIO
mo3utuBaH Opoj 6omoBa Ha memy. CaMo HIECHAECT TAKMUYAPA je MMAJIO MAKCUMAJIHU yUMHAK.

IIpBa cTBap KOjy Tpeba MpuMeTUTH jecTe Ja Cy MOryhe BpeIHOCTHU CTeleHa k IUCKPEeTHE.




HammMe, Kako Cy rpaHmie cermenTa orpaxumderne ca 2%, a mmajyhm y o63up ummennny na je «
npupogaH 6poj, UMaMo Ja TpaskeHu cTeneH k He moxke outu Behu ox 63. Ilakie, k y3uma BpeaHoCcTu

n3 ckyna {1,2,...,63}.

Y tekcty mpobsema ce 3axTeBa MUHMMM3auuja O6poj x 3a Tpaskeno k. IlpemocraBmMo ma cmo
crenern k ¢uxcupamu. Koje cy moryhe Bpemmoctn 3a 6poj z? Ywkommko matu yciaos a < xF < b
MaJIo TPaHC(HOPMUIIEMO, NOOUjaMo na BaxKu

e k
Va<z< Vb
Kako je x mpupoman 6poj, MUHUMAJIHA BPETHOCT KOja 3aA0BOJbABA TOPIHE HEJETHAKOCTU MOKE

UMAaTU OBa OOJIUKA:
| Va| 191871 | Va] +1

JemHOCTaBHMM MCIUTUBAK-EM [a JIM IPBa OAHOCHO APYTa MOTYyNHOCT 3a00BOJhAaBa U FOPHY I'PDAHUILLY,
HaJIa3UMO TpaskeHO = 3a mato k. Karo k mosxke mmartu camo 63 moryhux BpemHOCTHU, UCIUTUBAKEM
cBake MOryhHOCTH TOJa3uMO O KOHAYHOr pemema. OBme Tpeba mHamomeHyTum na ciaydaj k = 1
Tpeba mocebHO na ce m3nsoju. IlomTo ce Tpaskum MAKCUMAIHO Kk, MOYKEMO KPEHYTHU OJ MAKCHUMAJIHE
moryhe BpemuuTu, ogHocHo 63, 1 penoM MCIUTHUBATHU 3a BpenHocT x. Yum Hambemo Ha mpso k 3a
KOje IMOCTOJU T KOje 3aI0BOJbaBa yCIOBE, MPOrPaM MOKE IPEKUHYTU DA U BDATUTU OBE BPEIHOCTH.

Anropuram: Tlceyno ron amropurma npobiaema Crenen

Input: KpajeBu cermenrTa a u b
Output: TpaxeHe BpeaHOCTU z U k

for k < 63 to 2 do

z = Val;

if (¥ < a) then
‘ r=ux+1;

end

if (a < 2" <) then
| return (z,k)

end

end

return (a,1)

Ilata orpannuema 3axTeBajy pal ca 64-6uTHuM TunoBuMa mogaraka. ¥ C-y MOKeMO KOPUCTUTU THUIL
unsigned long long, 1j. BpemocTu u3 cermenta [0, 264 — 1], mTo je ympaso mama m moTpebmo. 3a
padyHame BpeJHOCTU &, OQHOCHO k-TOT KopeHa Opoja a, KOpUCTUMO (QyHKIHje:

o pow (a, 1/k)y C-y
eexp(in(a) / k) (oBo je 3ampaso ”Bemrauka’ Bep3uja QYHKIM]E CTEIEHA jep KOPUC-

1/k 1
TUMO IPUPOIHU JorapuraM kao Mehykopak, omaocHo /a = a'/F = (@) = gxIna)

MebyTtuMm kKao mITO CMO HAIOMEHYJIU, OBIE MMAaMO jemaH Majgu npobsem. Hawmme, mpu mo3us
b )

¢yHUIKIMje pow KOja kKao mapaMerap npmma tun double moxke, 3a Behe BpemHOCTM yIa3HUX IIO-

maTaka, u3ryoutu Ha TadyHocTH. llpumepa paau usBpliaBameM ciemeher Koma

unsigned long long a = 18446744073709551615uLL;
double tmp = (double) a;
printf ("\%1f \n", a);




Ha cTaHmapIHOM n3naly he 6uru ucnucano: 18446744073709552000.000000. Mebytum, 0By 3aMKy cMO
n3beriu, a fa TOra HUCMO HU cBecHU. HamMme, y KoLy mposepaBaMo Aa iu je pow(z, k) < a u ako jecre
mosehapamo z 3a jenan. OBUM KOJATHUM NCINTUBAKEM CUT'YPHO HOOK]aMO TPasKeHy BPEIHOCT L Kao
neo 6poj (EapaBHO OBO He Basku 3a peasny BpemmEocT). Bemuxm 6poj Taxmmuapa je 360or osor
mpeBuaa, 0CcBojuo 85 6oaa.

CoskeHOCT OBOI aJIrOPUTMA je TemKO TayHo m3pauyHatu. MeDyrtum, oma je, morao 6um ce pehu
KOHCTAHTHA, jep Yy CBaKOM oJ 63 KOpaka MMaMO PaUyHAE CTEIeHA KOjU MOKe OUTYU MMIIIIEMEHTUPAH
y auHeapHOM uin (Maaa OBJle HemoTPeOHO) JIOrapUTaMCKOM BpeMeHy. Y OBOM IpPOGJIeMy je aKIeHaT
OuoO Ha MPEIM3HOCTU, & HE HA OP3UHU.

Hamomena. Ilpyra moryhuoct je 6buna mMnenemenranuja mocebHe GpyHKIMUje 3a padyHame k-TOr
ropena. Ha oBaj mauwmn npebamusame y double He 6u 6mio moTpebHO, TaKO ma ce He bu rybuiia rope
omucana npesunsocT. HaBeneHa pyHKIIja ce MOXe MMILIEMEHTUPATH y3 ToMoi GuHApHE IpeTpare.




IIpousBonmudpapa
Ilat je meo 6poj N. Ucnucaru HajMamu mo3uTuBaH 1eo O0poj X TakaB na je mpousBol nupapa

opoja X jemmak 6pojy N. Ykoauko TakaB O6poj He mocToju ucnucatu —1.

Yana3. (Yaassu nomanu ce yudraBajy Ha CTapmapiHor yias3a) IIpBu pen crammapaHor yiasa
caxp3u 6poj 0 < N < 1018,

WN3nas. (V3na3me momany ce UCIUCYjy HA CTAHAAPIHU U37a3) Y MPBOM Pely CTAHAADIHOT M3Ja3a
ucnucatu 6poj X.

IIpumep 1.
proizvod.in proizvod.out
56 78

Orpanunuema. Bpemencko orpannueme: 0.1s; Memopujcko orpannveme: 16M B

Pememe n amammsa. [Ipu ananu3wm npobieMa HamMIa3mMO Ha OBA Aeja: & JIU NPEICTABIHAEKE Yy
TpasKeHOM OOJIMKY MOCTOjW M aKO MOCTOju MOoTpebHO je Hahu Hajmamu TakaB Opoj. Paszmorpumo
IPBO yCJIOBE 3a €r3UCTEHIN]Yy PelIemha.

Csaku mpupozman 6poj Moske OUTU HpPENCTAB/LEH HA jeAMHCTEBEH HAUMH KAO MPO3UBOJ MPOCTUX
6pojesa, 1o Ha mopenak (IOWTO je MHOKEHe KOMyTaTUBHA Omepalmuja OqHOCHO a -b=1b-a). OBaj
OUBaH pe3yJjaT je mo3HaTa Kao OCHOBHa Teopema airebpe. Kako ce om mac Tpasku na mporabemo
Opoj umju je mpousBon nmudapa jemHax garoMm Opoj N TO 3HAUM Oa Ce OH MOMKE IPEINCTABUTU Kao
IPOU3BOJ jeAHOIM(PEHNX IPOCTUX OpojeBa. 3amcra, YKOJUKO Ou mpocT 6poj p > 10 memno 6poj
N rtana on He Om MOrao OWUTV M3paKeH KAao Ipou3BOoxd OpojeBa Mamux ox 10 OIHOCHO MPOM3BOX
mudapa. lakre, mmamo na je N mopa 6utu obmuka 2% -3%-5¢-7¢ na 6u rpamenu 6poj X mocrojao.

Kaxo majmaxme ucnuraru oBo? Orpamudeme 6poja N je 108, 3aT0 jemmocraBHAM IeibemeM pemxoM
ca 2,3,5 omHocHO 7, cBe MOK je To Moryhe mosiasum no Heke HOBe Bpemuoctu N. Ha kpajy, 6poj N
MOpa 3aBPHIUTU HA jeAUHUIY. Y CYNPOTHOM, TPaKEHO MPEACTAB/LAKE HE MOCTOJU U KAO PE3yJITaT
Bpahamo —1.

Y rekcty npobiema ce 3axTeBa na 6poj X Oyme Hajmamu moryh. Kako oBo moctuhu? Hamwme, kako
nocmarpamo udpe 6poj X mpBO MWTO KEIUMO a8 MUHUMU3YjeMO jecTe ynpaBo Opoj mudapa. Kako
3HAMO HBUXOB MPOM3BOJ, MUHUMAJHU OpOj nmdapa mobmjaMo YKOIMKO 3a CBAaKy O HBUX OMpamo
yupaso Hajsehy Moryhy Bpennoct. pyru peumma, MuHEMaIHN Opoj nudapa popme X modmjamo
Tako mWTO Iprponau O0poj N mearmo ca Hajsehom mmdpom, ogHOoCcHO ca 9, cBe IOK je To Moryhe.
3aTuMm npenasuMo Ha upy 8 u cBe Tako mo muudpe 2 (mudpy 1 He Tpeba mocmarpaTwH, jep OHA
camo nosehasa 6poj nudapa, a He yrude Ha npowsson). Ha osaj Hauun ce mobuja MUHUMAJIHU
Opoj mupapa Tpakeror opoj X.

Ha oBaj Hauun cMo onpennam MmuaruMatHN 6poj nudapa tpaskenor opoja X. Ilocrasima ce nurame
kaxo Hahu nmudpe oBor 6poja. Hudpe ynpaso npencraBipajy ONUCaHU NEIUONU IPU TPEXREHY OPO]
uudapa. Apyrum peunma, ako cmo 6poj N momesnunum b myta muppom 9, rana he tpaskenu 6poj
X wmvarm ympaso ner mudapa 9 y cBom sammcy. OHO mTO mpeocrtaje jecte ma ce oBe nudpe u
coprupajy. Coprupamem xeaumo na 06e3bemumo na muppe Behe Texxure umajy Mame BPEIHOCTH,




yuMme nobujaMo HajMamy BpemaHocT Opoja X.

T'ope ommcano coprupame je Hajbome ompamuTu upebpojasameMm (eHr. count sort). Ilpyrum
peunMa, nepuHUIIEMO HU3 count Oy:krHe 9 M MHMNIMjaJIM3yjMO BPETHOCTH Ha Hyjda. Kana menummo
6poj N muppowm k, mosehiaBamo Gpojau count[k] (o 3ampaBo mpencTaB/ba HEKY BPECTY CTENEHA).
Ha xpajy, coprupanu Hu3 mudapa m3raena kao: count[l] myra ce mojasibyje jeauHunma, 3aTuM
count[2] myra 6poj mBa, cBe mo countl9] myra 6poj meser. OBO je HAjeOHOCTABHUJU AJTOPUTAM
coprupama, MehyTuM OH ce MOKe NPUMEHUTU CaMO YKOJWKO jeé CKyI BPENHOCTU eJeMeHATa HU3a
MaJju U AUCKpeTaH (Kao y OBO CiIydajy rae ux mMa camo 9).

MebyTtrM, KakO MU penoOM ¥ HCOUTYjeMO mudpe, HemMa morpebe 3a coprupameM. TauHuje, Mu
HaJla3uMo nudpe moues ox HajBehe, Tako ma je camo moTpebGHO 0OpHyTH mopenak. OBO MOKEMO
YPaIuTH Ha Kpajy WA OPU CaMO] MHUIM]AIU3anuju Iudapa.

Npeja

program ProizvodCifara;
var
c: Integer;
n: QWord;
solution: String;
begin
ReadLn(n);
if (n = 0) then begin
Writeln(10);
Exit;
end;
if (n = 1) then begin
Writeln(1);
Exit;
end;
solution := ’’;
for ¢ := 9 downto 2 do begin
while (n > 1) and (n MOD ¢ = 0) do begin
n :=n DIV c;
solution := c¢ + solution;

if (n <> 1) then
WriteLn(-1);
else
WriteLn(solution);
end.




MenxeTHn

Meby narum ckymom tauaka {(z1,v1), (T2,Y2),- .., (Tn,Yn)} UCOUCATH HAJMAHE MEHXETH PACTOjaHe
Mebhy muma.

Menxetn pacrojame uamebhy tauaka (a,b) u (¢,d) ce neduamme xao |a — c| + |b—d|.

Yaa3. (Ynasau nozanu ce y4yuTaBajy Ha CTAHIADIHOr yiasa) Y NPBOM peLy yia3a Halas3u ce
npuponau 6poj n (2 < n < 1000). Y HapemHux m peloBa ce ydyuTaBajy KOODIUHATE Tadaka: y
(k + 1)-oB peny ce yumraBa Tauka (Zg,yr) (—100.000 < zg,yr < 100.000), roe cy xp u yr uean
OpojeBu.

W3sa3. (Mznashe nmomanu ce UCHUCY]y HA CTAHAAPIHU U37a3) Y MPBOM U jeAUHOM PEIy UCIUCATHA
HajMambe pacTojame.

IIpumep 1.

menhetn.in menhetn.out
5 3

12

4 2

83

95

15 11

OGjammeme. Mebhy cBum mapoBmMa Tadaka Ha HAajMameM pPacTOjalmy Ce Hajla3e mpBa U APYTa
(J1 — 4]+ |2 — 2| = 3), u tpelia u yerBpra Tauka (|8 — 9|+ |3 — 5| = 3).

IIpumep 2.
menhetn.in menhetn.out
2 0
-1
-1

Orpanunuema. Bpemencko orpannueme: 0.1s; Memopujcko orpanuveme: 16M B

Pememe u amasmm3a. I[lpobiem MenxeTH ce moka3ao Kao Hajlaakmu TpoOJIeM HA OBUM KBaJl-
uduranmjama, rae mOoA HajIaKMNM IOoApa3yMeBaMo IpocedaH Opoj ocBojenux OomoBa. Hamwme,
npocedan 6poj 6omoBa Ha oBOM Ipobiemy je 6mo 53 mok je oxo 60% TakMmuapa MMaJiO HO3UTUBAH
CKOD HA IHEMY.

Kako je orpannueme 6poja tagakra 1.000, ucnmuruBame pacTojama CBAKOr Hapa tadyaka nocebuo he
3a,I0BOJLUTU TATO BPEMEHCKO OTPAaHUYEH:A. 3aucra, 0poj Moryhux mapoBa jemHak je (g) mTo je
pena Bemmumnae n°. Kako je camo pauyname pacTojama 3a JaTe ABe Tauke KOHCTAHTHE CIOKEHOCTH
(camo jemma omepammja), CaIoeHOCT OoBOT anaroputma je O(n?).

O3HaunMMO maTW HU3 Tadvaka ca a. 3a UMIIEMEHTAIM]y OBe maeje moTpebHA Cy HAM ABA IOKAa3W-
Baua ¢ u j. Ounu he nokasuBaTy Ha Tauke y HU3y a (rope ONMCAHU HApP TAYAKA) KOje TPEHYTHO




ncnuryjemo. Kako je cse jemmo ma sm mocmarpamo tauke ali] u al[j] mmm a[j] u ali], mosemo (6e3
ryGJbema ONIITOCTH) y3eTu Aa je ¢ < j. Jemuno Ha mra Tpeba o6paTuTH NasKmy jecTe na WHIEKCU
i n j Mopajy Outu pasnuuntu (uHaYe OM yBeK mobuau pacrojame 0 Kao pememe). 360r ropme
IpeTmnocTaBke na je ¢ < j, nHAekc ¢ Tpeba ”"npomerarn” on 1 mo n a 3a j y3uMaTu BPEIHOCTU O
i+ 1 mo n. OBO ce mMmesneMTUpa yriHEKICHUM IeTHhaMa 1Mo U1 j.

Y cBakOM KOpaky padyHamo pacrtojame mu3meDy rtauaka afi] u a[j] (v mceymo romy o3mauveno ca
currentDist). YKOIUKO je BPEOHOCT OBOI DACTOjalma Mama O] BPEIHOCTU TPEHYHOI HAjMAHer
pacrojama (minDist y nceyno Koay) HajMame PACTOjama IOCTaBJbaMO yIPaBO HA OBY BPEIHOCT.

Asropuram: Ilceymo konm mpobiema Menxern

Input: HU3 Tauaka a Ly:XUHE N
Output: mHajmame MenxeTHn pacrojama mehy matum Tauxkama
minDist = oo;
for i <~ 1 ton do
for j«<i+1ton do
currentDist = |a[i].x — alj].z| + |a[i].y — a[j].yl;
if (currentDist < minDist) then
‘ minDist = currentDist;
end
end
end

return minDist

HanomennMo u To ma je pememe Koje UCHUTYje CBe mapose ali] u a[j], 3a roje je i # j, KOPEKTHO.
CBako pacrojame OM pauyHaJdu OBa MyTa, 3007 CUMETpHUje, ajdu TO He OM yTUIAJIO Ha CJIOKEHOCT
anropur™ma. Mebyrum, ykonuko je Hexo yOpsame n1ako yBecTu (KaO y OBOM CiIydajy e je JYak
oBaj yOp3HAHM NPUCTYI jeTHOCTABHUjU) CBakako Helie mMKOIMTU Ia MCTH WMIIeMeHTHpare. Y
HEKVM HAIPETHUJUM TPOOJIeMUMa OBO MOMKE MHOIO 3HAUUTH.

Y mceymo KOOy je MHUIMjaJHA BPEAHOCT TmpoMemuBe minlist mocraB/beHa Ha 00. HapaBHO, 0BO
IpeacTaB/ba caMoO HOTAIU]y y mnceyno koxy. llox Geckonaunomhy ce moapasyMmeBa Ouiao Koju Gpoj
KOju je curypuo Behm on cBux Mmoryhux pacrojama mehy oBuM Taukama. Kako je orpannuema 3a
roopauHate jemHako 100.000 mo amcosryTHOj BpeIHOCTH, UMaMO Ja jeé MaKCHUMAaJIHO pacTojame Koje
mosxkemo ouekuBaTtu jemuaxko 400.000. Opo pacrojame ce mobuja kao pacrojame m3Mehy rauaka
(—x,—x) u (z,z) vre je x = 100.000. Konkperan cayuaj, kao "Hajropu Moryhu cayuaj”, je 3a marn
npobisiem 6umio jemnocrauo Hahu. To HapaBHO Huje mpaBuUiIO. 3aTO Ce yBEK Tpeba OorpaauTu O
eBEHTyaJHEe T'PEIIKe TOCTaBbalkheM OBe BpennocTy Ha Beliy (To cBakako melie moropmaru cTBapu).

Hanomena. VlHTepecanTHO je 1 HAOMEHYTH 3aIITO ce 0Baj mpobieM 30Be Gam Menxern (HapaBHO
0BO HUje cayuajHoct). Haume, oBme ¢MO padyHAJM pacTojama TadaKka y PABHU KAO AINCOJYTHO
pacrojame 0 KoopauHaTaHa (Ha IPBU IOrJe] HEKOM nedyje uyaHo). CBuMma je BepoBaTHO MO3HATO
CTaEAApIHO pacTojame medurmcano kao \/(a.r —b.x)2 + (a.y — b.y)? - mosmartmje rao Eyrmacko
pacrojame. Hamme, Eykauacko pacrojame npencrasiba Hajkpahu nyT m3Mmebhy aBe Tauvke y paBHU
(6am 3aTo mro je mpasoaunanjcku). Mebyrnm, moctoje u npyre merpuke (0BO je popMaHU M3pa3
3a pacTojame Hal CKymoM Tadaka), a MenxerH je jenHa oxn mux. J[pyru HA3uB 3a OBy METPUKY
je Takcu merpura (eHr. tazycab metric) omaocHo pacrtojame. Has3up moTuye M3 HAUMHA KpeTama
TakcKCTa 10 0JI0KOBUMa rpaxa MenxerHa Koju duHe pemerky (Marpuny). JpyruMm peumma u oBa
MeTpUKa TpeacTaBipba Hajkpahe pacrojame mamehy tavaka aau y ” pemerku’ .

I'pemke Trakmuuapa. Ha kpajy, HampaBrMo KpaTak OCBPT HA HEKe OJ IpeImaka Ha KOje CMO




vmaumuau. HajppexBenTHuja rpemka Owuiaa je Be3aHa 3a TWUI IPOMEJ/bUBE KOju He oOyxBara
OrpaHnyena KOOpAMHATA AaTa y TeKcTy mpobsema. Tako cy mHOTH, ymMecTto MakcmMasauux 100,
ocBojunu jensa 30 6onoBa Ha 0BOM 3a1aTKy. Kopucrure mmpn tum.

Mano mame yuecraamja rpemrka Omia je Be3aHa yIpaBO 3a WHUIM]AJIHY BPETHOCT MIHUMAJIHOT
pacTtojama Tj. OECKOHAYHOCT O KOjOj CMO MAaJio Ipe muckyroBaiu. Muorum cy, me ymayosmyjyhu
ce MHOrO y pasMaTpame MOTyNmx BpemHOCTH pacrojama, mocrasibaau oo = 200.000 (eposartno
nocmarpajyhn camo mosutusHe KoopauHate). ['ope HaBeIeHA HAIOMEHA, 1A Ceé OBa BPENHOCT YBEK
"mano” moBeha kako Ou ce m30erym OBAKM WM HEKM NPYTU CIENUjaJHU T'PDAHUYHU CIIyYajeBu, Ou
pemmuiaa oBaj mpobJiem.




JIOIJATAK A: Crpykrypa Trie

Crpyrrypa Trie mpencraBba jeqHy O JIAKIINX CTPYKTYPa MOJATAKa HAMEH-CHUX WHICKCUPAHY
u mperpasu cTpuHroBa. Behwumma cTpykTypa OBOT ThMla HUCY TOAP:KAHE O CTPAHE CTAHIAPIHUX
oubIMoTEeKA.

Heka word npencrasba KOHKpeTaH CTpUr a ca dinctionary O3HAYUMO CKYI PA3IUYUTUX PEUM. Ke-
JIMMO J1a KOHCTPYHWIIEMO TAKBY 'CTPYKTYPY k0joj hemo mohu 6p3o mcnuraru mna au onpebena peu
npunazna ckymy miau He. IlocToje mocra craHmapaHUX CTPYKTYpa MOAaTaka KOje MOAPKABA]y NaTh
yout (Hnp. set, HashSet ...). Mebytum ctpykrypy Trie KapakTepunry IBe OCOOMHE KOje HAaBeIeHe
CTPYKTYP€ HeMajy:

e Y0amuBame HOBE pedr Kao M UCIUTUBame npunaisHoctu je ciaosxkenoctu O(|word|) (makmae He
34BUCH OX BEJIMYMHE DEUHUKA)

e Tlopen came uyumeHune na Ju ped NOpUNALA CKYINYy WX He, U3 CTpyKType Trie Moxkemo
npouahu: peum uuje je edit-distance pacrojame 1 (peunm mobujeHe 3aMeHOM, GpUCAmEM WU
MONABAK-EM JeIHOT KapakTepa); PeUYd Koje MOUnbY HA NATH HPEeQUKC...

Ha3zue Trie motuue u3 peun retrival mro 3uaun nperpaxkuBame. Fdward Fredkin je 1960. ronume
n3nao pan mox HasmsoM 1rie Memory’ y rome je ommcao oBY CTPYKTYypy. Vmeja koja ce kpuje
M3a caMOT Ha3WBa, KAKO je OH PEKao, Ce OMHOCU Ha IMOBE3UBAHE IBE OCHOBHE KAPAKTEPUCTUKE
CTpyKType: obiuk crabna m GpyHKIMUja mpeTpare.

Kao mTo cMo Behmamomenyau, KOCTYpP CTPYKType he Outu mpencTaB/beH KOPEHCKUM CcTabJio.
I'naBHa mmeja cTprType jecTe ma caM UYBOD He CaAp:KM y HOTIyHOCTH MH(ppomanujy, Behce ona
HaJIa3uW Ha MyTYy O Eera o KopeHa crabna. Jlakie, 3a pas3iuky o KJIACUUYHUX CTPYKYyTpa Koje ce
pempe3eHTyjy cTabJoM, CBaKM YBOp e KAo moJaTak YyBATU CaMO jelaH KapakTep, IOK Ce cama
ped KOjy OH pempe3eHTyje nobuja KOHKATEHUPAmhEM KapakTepa Ha MyTy O KOPEHA O MOCMATPAHOT
9BOpA.

CrpykTypy MOoxkeMo medpuHHCcATH Ha cienehu HadvwH:

Ilara je ckyn W paznuuutux peum nepuHUCAHUX HAJ KOHAUYHOM a30ykoM X U7, rae 77 o3HadaBa
npa3ad kapakrep. Kopercko crabio T koje 3amoBossaBa cienehe yciose:

e CcBaku YBOp crabJja Caap:;kKuU ABa Homarka: kapakrep data u OuHapHy BpemuocT flag

e monxamu KopeHa crabnua cy data =n u flag =0

e 3a cBaky UBOp crabia peu Koja je mobujeHa KOHKaTeHUpameM Kapakrepa data ca YBOpPOBa
Ha IyT OJ KOpeHa OO0 Hera, npeicraBiba npedurc Heke peun u3 ckyna W. Ilpedurc he
IpeICTaB/LATH ey ped akko je BpemHocT flag-a y uBopy jemnak 1

e 3a cBaky peu w € W m cBaku mpepuKC p peunm w MOCTOjU TAYHO jenaH YBOpD UMja je ped
nobujeHa rope ONMCAHUM KOHKATCHUPAWmEM YyIPaBO NPEPUKC P

® YBOD MOKE€ MMATU HAjBUIIE jeTHOT AUPEKTHOT IIOTOMKA 3a NaTO € € X

HasuBa ce Trie crabiao man peunurom W.




WMarxo ¢opmasHo menyje KOMIIMKOBAHO, KOHCTPYKIUja crabia je BpJso jemHocraBHa. llpe Hero
OITO IIOYEMO Ca MMILIEMeHTanujoM, pasmorpuhemo Trie crabio mobujeHo Han cypurcuma 6-te
Pubonaumjese peun' abaababa. Hakme nmvamo na je

W = {a, ba, aba, baba, ababa, aababa, baababa, abaababa}

Figure 1: Trie nad sufiksima 6-te Fibonachijeve rechi

Osnaunmo ca word(v), rae je v uBop crabiua, ped KOOUjeHYy KOHKATEHUPAHEM KapakTepa ca IyTa
o KopeHa crtabma mo camor yBopa. [locmarpajmMo cana mpow3BOJbAH UBOD v cTabia, KOju je pa-
3nuunt on kopena. Tama umamo na word(v) npencrasmba Tpepukc Heke peun u3 ckymna W. Taunuje
6poj peun Koje mmajy word(v) Kao mpepurc jemHak je 6Poj UBOpoOBa U3 moacTabaa usopa v (mom-
crabna yuju je KopeH v) Kox kKojux je flag jemmax 1. Takobe Buammo na Cy CBU JUCTOBU UMAjy
nocraBiker flag OuT, jep OHM CUTYyPHO NPENCTABIBAjY KPaj HEKUX peur u3 peunura W.

NMuonemenramuja

Y oBoMm meny heMo M3JI0:KUTY WMIIEMEHTAI]Y OCHOBHE Bep3uje CTpykrype T7Tie, KOjOM UCIUTY-
jeEMO ersakTHO MmokJaname. Anropuram he OuTu mpencTaB/beH mceyno kogoMm. Haumme, cTPYyKTYpy
ommcyjemo moMohy Tpu OCHOBHE (yHKIH]e:

ldubonaunjeBe peun ce noOUjajy PEKYP3UBHUM AJCOPUTMOM CJIUYHUM CaMOj KOHCTPkIuju Pu-
OoHaunjeBux Opojesa. lepmHumemo mx kao: Fiby = a, Fiby = b, OOK je Fib, = Fib,_1Fib,_2 38 n > 2.
PubonaumjeBe peuyn Cy UHTEPECAHTHE jep UMa]jy BeJUKA OPOj KapaKTEPUCTUKA NEPUOIHUYHOCTUA U
[IOHABJHAKA.




o AddWord (string word) - meTona 3a momasame HOBe pedu word y KOJIEKIU]y
e Contains (string Word) - meTona 3a ucnuTuBame 1a Ju ped word MOCTOJU Y KOJEKIUjU

e Count (string prefixr) - ¢yurnumja 3a pauyHame 6poja pedn U3 KOJEKLUje Koje canpxke prefic
Ka0 IpeguKC

Ha mouerky mocraBmamo ma je kKopen crabia root jemuau 4BOp y cTabJy, IpU dyeMy HapaBHO
OCTaB/HAMO HeroBe arpubyTe Ha ToJsa3He BpemHocTu. JlomaBame HOBe peunm ce M3BPIIaBa Ha
cnenehu maumn: kpehemo on kopena crabia u 'cuiasuMo’ y IMOTOMEKe KOju 3a data campske OIaro-
Bapajyhu kapakrep. YKOJUKO 3aBpIIMMO y UYBOPY KOjU HEMa TAKBOT MOTOMEKA, KPEUPAMO HOBU
4BOp ca matuM data M MOCTABJ/HAMO I'a KA0 MOTOMKA YBOPA Y KOME Ce HAJIA3UMO. UBOPY Y KOMeE
cMoO 3aBpmmiau mocrasiamo flag wa 1.

dyurmmja 3a momaBame HOBE PEUU y KOJIEKIN]Y

Input: Peu kojy momajemo: word

currentNode = root;

for k < 1 to length(word) do

if currentNodereMa moToMEa ca data = word[k] then
KpeupaMo HOBU 4UBOD child;
child.data = word[k];

child. flag = 0;
nocraBuTu currentNode3a ponuTresba 4Bopa child;
end
currentNode = moToMak 4uBopa currentNodeca data = word[k];

end
currentNode. flag = 1;

VcnuruBame NpuUmagHOCTU pedrd y KOJIEKIU]Y je jaKo CIMYHO HoJaBamy HOoBe. Kpehemo ce mo
cTaliy modeB On KOpeHa. Y KOJWKO OaTy IIOTOMAaK He IMOCTOjU, Ped He NPUNana KOJEKIujy. ¥
caydJajy Ia caMo 3aBpHmman obmiaa3ak CBUX KapaKTepa Pedd, jeJHOCTABHO Tpeba MCIUTATU O JIN
je flag y uBOpy y KOMe CMO 3aBPIIAIU IOCTABJHEH WU HE.

PyHKIMja 3a UCIUTUBAILE A4 JU AATa PEY MPUIAIa KOJEKIUju

Input: Peu kojy ucnuryjemo: word
Output: true/falase: ma nu ped npunana KOJEKIUjU WM HE

currentNode = root;
for k + 1 to length(word) do
if currentNode nema potomka sa data = word[k] then
| return false;
end
currentNode = potomak chvora currentNode sa data = word[k];
end
if currentNode. flag = 0 then
| return false;
end
return true;

Ha kpajy pasmoTpmmo kako ce u3ppmasa Qyukumja Count (string prefiz) . Ha mouerky hemo ce
KperaTu O cTabJy Mpeko Kapakrepa u3 npedurca. Y KOJIUKO je To Hemoryhe, Bpahamo 0 kao
pesyarar. Y CymIpOTHOM CMO 3aBPIINJIKM Y HEKOM 4BODYy crabisa v. Pesynrar ynura mpencraBiba
Opoj uBopoBa y moacTabiay ca KOPEHOM v KOoju mMajy mocrasieH out flag. OBo Moxkemo mpebpo-
jaTu 0uiao KojoM MeTomoM mperpare rpaga. VMmniaemeHTranuja ce ocTaB/ba YMUTAOLY 3a BEXKOY.






